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RESUMEN e En el presente articulo se exponen y analizan algunos resultados de una investigacion
desarrollada en la Universidad Pedagdgica Nacional durante los anos 2010 y 2011 (DMA-204-10). En
esta investigacién se caracterizan las diferentes formas de razonar usadas por un grupo de profesores
de matemdticas en formacidn al resolver algunas actividades relacionadas con los nimeros racionales e
irracionales. El enfoque tedrico usado para el desarrollo de la investigacién retoma algunos aspectos de
la teoria de Peirce sobre el método cientifico y sobre el razonamiento matemdtico, los cuales permiten
interpretar las argumentaciones desarrolladas por los alumnos en la resolucién de las diferentes acti-
vidades y discutir los resultados de otros estudios que se adscriben a la misma linea de investigacion,
como por ejemplo la propuesta de Cafiadas y Castro (2007) sobre el proceso de conjeturacién. Como
resultado de este trabajo se obtiene la caracterizacién y clasificacién de las diferentes formas de razonar
empleadas en el proceso de descubrimiento matemadtico, asi como algunos ejemplos de cada una de
estas.

PALABRAS CLAVE: abduccién; deduccién; induccién; modelo de Toulmin; descubrimiento matematico.

ABSTRACT e In this paper, we present and analyze some results of a research carried out at the
Universidad Pedagdgica Nacional during the years 2010 and 2011. In this study we characterize the
different forms of reasoning used by a group of prospective mathematics teachers to address some acti-
vities related to rational and irrational numbers. The theoretical approach used for the development of
research incorporates some aspects of Peirce’s theory of scientific method and mathematical reasoning,
which can interpret the arguments developed by students in the resolution of the different task and
discuss the results of other studies that are assigned to the same line of research, such as the proposed
Canadas and Castro (2007) about conjecture process. As a result of this work we obtain the charac-
terization and classification of different forms of reasoning employed in the process of mathematical
discovery and examples of each of these.
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INTRODUCCION

El ministerio de Educacién Nacional de Colombia -MEN- en los lineamientos curriculares establece
que la educacién matemdtica en los diferentes niveles, especialmente en bdsica y media, requiere que
en el aula de matemdticas el maestro genere ambientes para que los estudiantes desarrollen actividad
matemdtica (MEN, 1998). De esta propuesta del MEN surgen algunas preguntas, como por ejemplo,
:qué se estd entendiendo por actividad cientifica?, ;es diferente la actividad cientifica de la matemdi-
ca?, ;cémo se puede desarrollar la actividad matemdtica en el aula?, ;cdmo se caracteriza la actividad
matemdtica en el aula?, ;qué tareas en el aula desarrollan algunos aspectos de la actividad cientifica?,
entre otras. El presente trabajo se suscribe a los intereses del Ministerio de Educacién Nacional y pre-
tende dar respuesta a algunas de estas preguntas desde la formacién de profesores de matemdticas, en-
tendiendo que para que la actividad matemadtica ocurra en el aula es necesario que el maestro se forme
en un ambiente en el que sean fundamentales el conocimiento profundo de los objetos matemadticos,
la argumentacién y, principalmente, el hacer matemdticas.

Teniendo de presente estas ideas, durante los anos 2010 y 2011 se realiz6 en el Departamento de
Matemiticas de la Universidad Pedagdgica Nacional el proyecto de investigacion Actividades matema-
ticas para el desarrollo de procesos 16gicos: los razonamientos inductivo y abductivo (Dma-204-10).
Este proyecto tenfa como propésito identificar y caracterizar los razonamientos desarrollados por los
estudiantes del curso de Sisternas numéricos del segundo semestre de 2010. Se estudiaron los desarrollos
logrados por los estudiantes al realizar tareas relacionadas con conjuntos numéricos, como los fraccio-
narios, los racionales positivos y los irracionales positivos. Asociado a esta investigacion se realizaron
dos trabajos de grado (Nitola y Castafio, 2011; Romero y Parra, 2011), que tenfan el mismo propdsito,
y un trabajo de grado (Manrique, 2012), en el que se identificaron y caracterizaron razonamientos
desarrollados por estudiantes de tltimo semestre de la licenciatura de Matemdticas al realizar una tarea
sobre ruletas cicloidales, usando software de matemdtica dindmica.'

Como resultado de esta investigacion, se presenta este articulo, el cual aporta respuestas a las pre-
guntas enunciadas anteriormente describiendo el proceso de descubrimiento matemdtico en la clase
de matemdticas a partir de ejemplos tomados de la investigacién y de los trabajos de grado realizados.
El proceso de descubrimiento matemadtico en la clase de matemdticas se puede resumir a partir del
desarrollo de tres tipos de razonamientos: abductivo, inductivo y deductivo. El primer razonamiento,
que tiene implicita la idea de la creatividad, apoya la formulacién de conjeturas, y el segundo y tercer
tipo de razonamiento apoyan la verificacién y validacién de conjeturas.

REFERENTES TEORICOS

Tal y como afirma Campos (2010), Charles Sanders Peirce dedicé gran parte de su obra al estudio de
la 16gica en la actividad matemdtica, formando parte de un grupo de filésofos que durante los siglos
XIX y XX se dedicaron a estudiar la légica de la investigacién en las ciencias y especialmente en las ma-
temadticas.

Aunque este autor consideraba que la cuestién de coémo los matemadticos proponen formas validas
para resolver un problema matemdtico o para desarrollar la demostracién de algin resultado matems-
tico consiste en un “misterio” que requiere toda una vida de estudio, él mismo dedicé su vida al estudio
de este misterio.

1. El término matemdtica dindmica, acunado por el grupo de investigacion Clase de Matemdticas, se refiere a programas
que permiten el desarrollo de tareas asociadas a diferentes dreas de la matemdtica. A modo de ejemplo se encuentra el progra-
ma Geogebra, que brinda simultdneamente herramientas de geometria, 4lgebra, algebra lineal, célculo, entre otras.

192 ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 32.2 (2014): 191-219



El proceso de descubrimiento en la clase de matematicas

El presente trabajo hace uso de algunos elementos de la teoria de Peirce sobre razonamiento para
interpretar las acciones que se llevan a cabo en el descubrimiento de los estudiantes cuando realizan
actividades propias de la clase de matemadticas. Para ello, se abordan dos enfoques de la teoria mencio-
nada: las tres clases de razonar y la semidtica. Asimismo, se tiene en cuenta el modelo de Toulmin por-
que, como veremos, se corresponde con la teorfa de Peirce y como herramienta metodoldgica permite
diferenciar y caracterizar los conceptos inmersos en esta teoria.

MODELO DE TOULMIN

Para Toulmin (2003), a pesar de que los argumentos son producidos con una variedad de propésitos,
la defensa formal de una afirmacién es su fin primario. Segiin Chamizo (2007: 137),

... la mejor forma de considerar si una afirmacién debe considerarse seriamente es revisando la base en la
que se sustenta, desafiando sus credenciales y solicitando un argumento que la avale [...] como un argu-
mento es el conjunto de razones que se dan a favor o en contra de una aseveracion, cuando la afirmacién es
puesta en duda, la persona podr4 apelar a los hechos y presentarlos para demostrar lo que ha dicho.

Este planteamiento se encuentra en la base del denominado modelo de Toulmin, el cual se presenta
a continuacion:

El modelo de argumentacién que propone Toulmin (ver figura 1) consta de unos datos (D), una
conclusion (C), un garante (G), un respaldo (R), un cualificador (Q) y unas refutaciones (M).

D Entonces Q, C

T~

A menos que M

Debido a que G

|

A causade R

Fig. 1. Esquema del modelo de Toulmin sobre argumentacin.

Mediante este modelo se dice que un argumento tiene lugar cuando a partir de unos hechos (da-
tos) se elabora una afirmacién (conclusién). Las proposiciones que justifican el paso de los datos a la
conclusién se denominan garantes y, generalmente, hacen referencia a una regla, norma o principio
general. El garante, a su vez, se sustenta en un grupo de afirmaciones que forman parte de un conjunto
de contenidos o creencias denominado respaldo. Las refutaciones son el conjunto de circunstancias en
las cuales el garante se podria anular y el cualificador es una construccion lingiistica que acompana a la
conclusidn, atenudndola. Estos tltimos, refutaciones y cualificador, son de uso poco frecuente.

Aunque la teoria de Toulmin es usada ampliamente en el 4mbito escolar para desarrollar argumen-
tacion en ciencias (ver Sardd y Sanmarti 2000), consideramos que es importante también su aplicacién
en el contexto de la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas, ya que como afirman estas autoras

El modelo de Toulmin, adaptado a la prictica escolar, permite reflexionar con el alumnado sobre
la estructura del texto argumentativo y aclarar sus partes, destacando la importancia de las relaciones
l6gicas que debe haber entre ellas. Es decir, posibilita una metarreflexién sobre las caracteristicas de una
argumentacion cientifica, profundizando sobre c6mo se establecen las coordinaciones y las subordina-
ciones, sobre el uso de los diferentes tipos de conectores (adversativos, causales, consecutivos...), sobre
la no-linealidad de los razonamientos, etc.
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RAZONAMIENTO

La teoria de Peirce acerca del razonamiento se distingue por su cardcter evolutivo. A lo largo de su obra
este autor manifiesta diversas posiciones acerca de lo que es razonar de forma inductiva, abductiva o
deductiva; posiciones que ¢l mismo fue reevaluando, sometiendo su trabajo a un constante proceso de
autocritica y autocorreccion (Santaella, 2009). Como resultado de este proceso, la propuesta tedrica
de Peirce acerca del razonamiento se divide en dos etapas fundamentales, separadas por un periodo de
transicion.

Para los propésitos del presente documento se hard referencia a la segunda etapa de desarrollo de la
teorfa de Peirce, que comprende los documentos elaborados entre 1891 y 1914. Cabe senalar que esta
segunda etapa no consiste en una teorfa diferente a la planteada en la primera, sino que surge de la am-
pliacién y depuracién de los conceptos alli trabajados y que, por lo tanto, proporciona una concepcién
mds elaborada de lo que son las tres formas de razonar.

En esta etapa Peirce define el razonamiento como el proceso mediante el cual se pasa de unas pre-
misas a unas conclusiones por medio de un hibito general de pensamiento, que, aunque muchas veces
no es reconocido por el razonador, es el que este considera que conduce al conocimiento verdadero, en
el que no hay dudas. Obsérvese que un razonamiento es un tipo especial de argumento de acuerdo con
el modelo de Toulmin, descrito lineas atrés.

Para Peirce, el razonamiento es de tres tipos: abductivo, inductivo y deductivo. Lo que hay que
destacar es que, en esta etapa, las tres formas de razonar coexisten como tres estadios interdependientes
y entrelazados del método cientifico, definidos de la siguiente manera:

La abduccion se da cuando a partir de unos hechos, que se pueden considerar como sorprendentes
y que demandan una explicacién, se adopta una teoria, expresada en términos de hipétesis, la cual en
caso de ser verdadera implica la verdad de los hechos.

Después de que una teoria es adoptada, se trazan sus probables y necesarias consecuencias; este paso
lo denomina razonamiento deductivo. Habiendo extraido por medio de la deduccién las predicciones
de una teorfa con relacién a los que serfan los resultados de un experimento, se procede a probarla ha-
ciendo los experimentos y comparando aquellas predicciones con los resultados reales del experimento;
este proceso se denomina razonamiento inductivo.

Desde esta perspectiva, la induccién tiene un cardcter comprobatorio y no creador, como se con-
sidera en muchos casos, es decir, los razonamientos inductivos no aportan conocimiento nuevo; su
funcidn es la de verificacion de la teorfa y, en algunos casos, de modificacion de esta. Su principal labor
es la de ir buscando el cardcter de verdad de la teoria planteada.

La abduccidn es el razonamiento que le proporciona al razonador la teoria que la induccidn verifica;
al abducir, el razonador estudia un fenémeno para él sorprendente, examina sus caracteristicas e identi-
fica algunas relaciones entre estas y sugiere una teoria que explica lo que es sorprendente del fenémeno.
La abduccidn, por lo tanto, corresponde al razonamiento que permite generar nuevas ideas, es donde
se evidencia un proceso creativo en la generacién de conocimiento.

Los razonamientos abductivo e inductivo son formulados inicialmente por Peirce como parte del
método cientifico, pero revisando en detalle sus definiciones estos también se utilizan en la creacién
de teorfas matemdticas: la abduccién induce una generalizacién y la induccién confirma de manera
probable dicha generalizacién. Hay que tener en cuenta que estos dos razonamientos, en el caso de
las matemdticas, no se presentan en el mundo real, sino en el estado hipotético de las cosas, luego la
experimentacion no se harfa sobre fenémenos del mundo real, sino sobre los diagramas matematicos
(Campos, 2010).

Una de las principales dificultades para aceptar estos dos tipos de razonamiento en la generacién de
conocimiento matemadtico radica en que la induccién no serfa suficiente para aceptar o validar la teoria
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propuesta, este tltimo tipo de razonamiento serviria para ir acercindose a la verdad de la teoria o para
ir depurdndola. Para el método matemitico, la validacién de una teoria surgida en un razonamiento
abductivo estaria centrada entonces en el razonamiento deductivo, el cual debe garantizar que, de los
datos iniciales, se siga necesariamente la verdad de la teoria.

SEMIOTICA

Segiin senala Campos (2010), en la teoria de Peirce un signo es algo que representa a alguna cosa por
otra cosa. El signo se constituye a través de la relacién triddica entre el objeto, el signo y el intérprete.
Las relaciones entre los signos y los objetos, mediadas por el intérprete, se clasifican en tres tipos: sim-
bolos, indices e iconos. El simbolo significa el objeto por convencién. El indice significa el objeto por
estar realmente conectado a este. Y el icono significa al objeto por semejanza.

El razonamiento matemadtico es conducido a través de iconos matemadticos, también denominados
diagramas matemdticos. Un icono matemadtico es aquel signo que da cuenta de todas las propiedades
del objeto matemadtico que representa, mientras que un diagrama es una construccién mental de un
objeto, susceptible de cambio. En general, un diagrama matemadtico es una clase de icono que repre-
senta en la mente las relaciones que se involucran en una hipétesis.

Un diagrama geométrico, como el que nos imaginamos para representar un tridangulo por ejemplo,
es una clase de icono matemitico, en el cual un conjunto ordenado de puntos y lineas representa al
objeto geométrico, mientras que un diagrama algebraico, como una ecuacién, es una unién de letras y
otros caracteres que representan un objeto.

El proceso de razonar matemdticamente desde la perspectiva de Peirce tiene algunos puntos de en-
cuentro con lo presentado anteriormente sobre las tres formas de razonar en ciencias segiin este mismo
autor. El razonamiento matemdtico empieza cuando en la imaginacion se forma alguna clase de repre-
sentacién de hechos o fenémenos observados. Esta representacion se hace a partir de diagramas, los
cuales adicionalmente permiten identificar las relaciones encontradas en los hechos observados. Cada
diagrama es observado y de este se sugiere una hipétesis que describe los hechos (razonamiento abduc-
tivo). Luego se procede a experimentar sobre el diagrama (razonamiento inductivo) y a transformarlo
con el fin de validar dicha hipétesis (razonamiento deductivo). El conocimiento matemdtico emerge
de las hipdtesis validadas a través de este proceso.

EL PROCESO DE DESCUBRIMIENTO EN MATEMATICAS

Para muchos autores y matemadticos, el desarrollo del conocimiento matemdtico se ha dado gracias a las
conjeturas. Los matemdticos desde los tiempos antiguos han estado formulando conjeturas y buscando
la manera de validarlas. En este sentido, el proceso de conjeturar debe estar presente como parte de la
actividad matemdtica que se desarrolle en el aula de clase.

Canadas y Castro (2007) describen el razonamiento inductivo, que es entendido de manera di-
ferente a la planteada por Peirce, como el proceso de elaboracién y verificacién de conjeturas. Estos
autores describen siete etapas en este proceso: i) observacion de casos particulares, ii) organizacién de
casos particulares, iii) bisqueda y prediccion de patrones, iv) formulacién de conjeturas, v) justifica-
cién de conjeturas basindose en casos particulares, vi) generalizacién y vii) demostracién (justificacién
del caso general).

Haciendo una correspondencia entre lo planteado por Peirce y por Cafadas y Castro (2007), y uti-
lizando el modelo de Toulmin, se observa que la estructura del razonamiento abductivo se corresponde
con los pasos uno al cuatro establecidos por Cafadas y Castro. La observacién y organizacién de los
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casos particulares corresponden a los datos del razonamiento; la bisqueda y prediccién de patrones, al
garante, y la formulacién de conjeturas, a la conclusién. El esquema de este razonamiento se presenta
en la figura 2.

Razonamiento abductivo

Datos presentados en diferentes

diagramas. | T > C: Conjeturas
iagramas.
G Patrones, relaciones, regularidades, otras conjeturas y
' propiedades observadas en los datos.
Se sustenta en la definicién de Peirce sobre razona-
R: miento abductivo:

La teorfa formulada es probablemente cierta si los
datos estudiados se deducen necesariamente de esta.

Fig 2. Esquema general de un razonamiento abductivo.

El paso v, justificacién de conjeturas con base en casos particulares, se corresponde con el razona-
miento inductivo y el vii, validaciéon de conjeturas, con el razonamiento deductivo. En los razonamien-
tos deductivos, segtin Peirce, los hechos presentados en las premisas no pueden ser verdaderos bajo nin-
guna circunstancia, sin implicar la verdad de la conclusién. En la figura 3 se presenta el razonamiento
deductivo en términos del modelo de Toulmin.

Razonamiento deductivo

D: Premisa | e > C:  Conclusién
G Teoremas, lemas, definiciones, proposiciones, reglas,
) etc.
Légicas de primer y segundo orden.
R: Contexto matemdtico en el que se presenta la con-
jetura.

Fig 3. Esquema general de un razonamiento deductivo.

El razonamiento inductivo? se da cuando el estudiante realiza experimentaciones para determinar si
la conjetura planteada es verdadera. El esquema general de un razonamiento inductivo se presenta en
la figura 4. Cabe aclarar aqui que en matemdticas el razonamiento inductivo no garantiza la veracidad
de las conjeturas, pero los estudiantes en su actividad validan sus conjeturas por medio de este tipo de
razonamiento en un sinnimero de ocasiones. Asimismo, es importante resaltar que programas de ma-

2. El razonamiento inductivo desde la perspectiva de Peirce, como se interpreta en este documento, es diferente al método
de induccién matemdtica utilizado para demostrar propiedades sobre los nimeros naturales teniendo como principio los
axiomas de Peano. Sin embargo, se puede observar que tanto el razonamiento inductivo como el método de induccién se
encuentran relacionados tal como se describe a continuacién: Cuando se identifica una propiedad que podria ser vdlida para
los ndmeros naturales, lo que generalmente se hace es verificar la propiedad en muchos y diferentes ejemplos. Hacer esta ve-
rificacién es lo mismo que razonar de forma inductiva, desde la perspectiva de Peirce. Después de que la propiedad se verifica
para estos ejemplos, se busca probar que es verdadera a través de una demostracién por induccién. Esta demostracién empieza
verificando la propiedad para el primer elemento, luego, asumiendo que la propiedad es vilida para un nimero cualquiera, se
demuestra que es vélida para el siguiente nimero. Esta demostracién lo que hace es tomar un ejemplo cualquiera y garantizar
que en este la propiedad se cumple, es decir, el método de induccidn generaliza el razonamiento inductivo en el caso de los
numeros naturales.
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temdtica dindmica, como Cabri o Geogebra, apoyan de forma significativa este tipo de razonamiento,
dado que permiten estudiar un nimero considerable de casos de manera relativamente rdpida.

. Aceptacién de la conjetura como
D: Conjetura formulada | = e > P )
verdadera.
G: Verificacién de la conjetura mediante ejemplos.

Fig. 4. Esquema general de un razonamiento inductivo.

DISCUSION

A partir de lo expuesto hasta ahora, el proceso de descubrimiento en la clase de matematicas se podria
caracterizar a partir de las tres formas de razonar propuestas por Peirce: razonamiento abductivo, con
el cual se producen conjeturas; razonamiento inductivo, en el que se verifican de forma experimental
algunas conjeturas, y razonamiento deductivo, con el que se validan conjeturas. En lo que sigue se
describen en detalle cada uno de estos razonamientos y se dan ejemplos tomados de la investigacién
realizada.

Razonamiento abductivo-formulacién de conjeturas

En la formulacién de conjeturas se distinguen tres momentos fundamentalmente: estudio de casos;
observacién de patrones, regularidades o propiedades, y presentacién de conjeturas o conclusiones. El
estudio de casos hace referencia a la manipulacién y transformacién de diferentes diagramas, sobre los
cuales es posible luego observar regularidades o relaciones. En la observacién de patrones, regularida-
des o propiedades, los estudiantes identifican lo que es comun en los diagramas estudiados. La formu-
lacién de conjeturas hace referencia a las diferentes formas en que los estudiantes las expresan: a través
de ejemplos, de forma verbal, por medio de diagramas de diferente tipo o combinando estas formas.

Canadas, Deulofeu, Figueras, Reid y Yevdokimov (2008) presentan una tipologia de las conjeturas
que pueden presentarse en un razonamiento abductivo; este articulo amplia la caracterizacién hecha
por estos autores y la expresa en términos de la teoria de Peirce sobre razonamiento. La tabla 1 presenta
la equivalencia entre las dos teorfas.

Tabla 1.
Clases de abduccién en correspondencia con lo propuesto por Cafiadas ez a/. (2008).

Tipologia de conjeturas elaborada Tipologia en términos
por Cafiadas, Deulofeu, Figueras, Reid y Yevdokimov del razonamiento abductivo segin Peirce

Tipo 1: Induccién empirica a partir de un nimero finito de | Abduccién de patrones
casos discretos

Tipo 2: Induccién empirica a partir de casos dindmicos Abduccién con diagramas dindmicos
Tipo 3: Analogfa Abduccién por analogfa
Tipo 4: Abduccién Abduccién con base en una caracteristica observada en un

caso particular

Tipo 5: Basadas en la percepcién Abduccién con base en relaciones observadas en un diagra-
ma geométrico
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ABDUCCION DE PATRONES

Este tipo de abduccién se deriva del primer tipo de conjeturas definido por Cafadas ez a/. (2008): in-
duccidn empirica a partir de un niimero finito de casos discretos. Esta se elabora sobre el reconocimiento
de patrones observados en un conjunto finito de casos discretos. En los términos de la teorfa de Peirce,
este proceso se asocia a una abduccion en la que el estudiante observa un patrén en un conjunto de
diagramas numéricos y elabora una conjetura que generaliza el patrén observado. Usando el esquema
de Toulmin, este tipo de abduccidn tiene la estructura propuesta en la figura 5.

Expresion general del patrén.
Conjunto de diagramas numé- Presentada por medio de diagra-
ricos mas algebraicos o en el lenguaje
natural.

G: Patrén observado

Fig. 5. Esquema razonamiento “Abduccién de patrones”

Algunos ejemplos de este tipo de abduccién se observaron en el desarrollo de las tareas denomina-
das “Fracciones a racionales” y “Fraccionarios”, realizadas con estudiantes del curso de Sistemas numé-
ricos de la licenciatura de Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional en el segundo semestre
de 2010 (Nitola y Castafio, 2011; Romero y Parra, 2011). También se observa este tipo de abduccién
en el desarrollo de la tarea “Epicicloides e hipocicloides”, realizada por estudiantes de tltimos semestres
de la licenciatura y reportada en el trabajo de Manrique (2012).

Ejemplo en la tarea “Fracciones a racionales”

La tarea “Fracciones a racionales” consistia en encontrar una correspondencia entre las fracciones re-
presentadas en el plano cartesiano con los niimeros naturales, a partir de la posicién que estas ocupan
siguiendo el orden propuesto en la figura 6. En otros términos, los estudiantes debian decir dada la
posicién qué fraccidn se encontraba representada alli y viceversa.

- - -
L1} - - -
P
- - L]
. - -
- - -
. e e
L . - -
. - L]
- - -
o 1 o w0 3 4 5

Fig. 6. Representacién cartesiana de las fracciones y método para contar fraccionarios
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Tomando algunos casos particulares, los estudiantes lograron encontrar un patrén relacionado con
los niimeros triangulares que permitia determinar la posicién de algunas fracciones. La figura 7 presen-
ta el razonamiento logrado por los estudiantes.

Las fracciones
D: % é 2 -------------------- >

> >

17171 " forma % es el triangularT,

La posicién de las fracciones de la

Patrén observado:
2 C

Z, posicién 2+1=3
3

2, posicién 3+2+1=6

3 posicién 5+4+3+2+1=10
1

Fig. 7. Abduccién de patrones en el desarrollo de la tarea “Fracciones a racionales”

Después de la formulacién de esta conjetura, los estudiantes encontraron que era falsa, dado que

observaron que la posicién de la fraccién — no era un ndmero triangular, es decir, desarrollaron un
contraejemplo.?

Ejemplo en la tarea “fraccionarios”

Esta tarea pretendia que los estudiantes reconocieran e identificaran relaciones entre diferentes repre-
sentaciones de los niimeros fraccionarios. Dos representaciones son la numérica usual y la de fraccién
continua simple. La tercera representacion, tomada de Redondo (2005), es una forma gréfica particu-
lar de las fracciones en la que se utilizan cuadrados madximos inscritos en un rectdngulo. Los cuadrados
considerados en esta representacion corresponden a los coeficientes de la fraccion continua finita y las
dimensiones de este, a la representacién numérica usual.

La tarea consistia en entregarle a los estudiantes tablas a tres columnas en las que se presentaban
ejemplos de fracciones representadas de las tres maneras, se les pedia que establecieran relaciones entre
las columnas y que justificaran dichas relaciones con ejemplos y de manera general (ver tabla 2). Esta
tarea descrita de manera amplia y su desarrollo se encuentra detallada en Romero y Parra (2011).

3. En términos de modelo de Toulmin, encontrar un contracjemplo corresponde a un razonamiento de tipo deductivo en
el que los datos corresponden a “la fraccién — no estd ubicada en una posicién triangular”, la conclusién, a la afirmacién “no
1

. . . a . . .
es cierto que la posicién de las fracciones de la forma — es el triangular T y el garante corresponde a la regla de inferencia

B (2(9)A=9(2)) = Vx(p(x) = q(x)) .
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Observa la siguiente tabla y describe las relaciones que se dan entre las tres columnas:

Tabla 2.
Primera parte de la tarea “fraccionarios”
- N 1
— 2+ 1
1+ 1
1+ —
2+
3
| 67 1
96 1+ 1
1
2+
1
3+ I
4+~
26 1
T F 2+ —1
2+——
I+
3
L 10 1
B o 1
27 2+ — 1
I+ 1
2+~

Los estudiantes desarrollaron abduccidn de patrones en esta tarea cuando representaron varias frac-
ciones como una fraccién continua simple finita y observaron que este procedimiento se podia desa-
rrollar siempre que las fracciones no fueran de la forma. La figura 8 esquematiza este razonamiento.
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32 1
27
54 1 Siempre que una fraccién no sea
1
b 2+E c dela forma L con £=0, esta
____________________ > :
72 ] 1 se puede escribir como una tnica
43 + 4 1 fraccién continua simple finita.
1
24—
14

32 72

Patrén observado: == y = no son de la forma 1
72 ° 43 k

con k=0 y se pueden expresar como fracciones con-

tinuas simples finitas.

Fig 8. Abduccién de patrones en el desarrollo de la tarea “Fraccionarios”

Ejemplo en la tarea “Epicicloides e hipocicloides”

Para esta tarea, los estudiantes —a partir de un appler en el que se pueden observar los diferentes tipos
de cicloides e hipocicloides que se generan al cambiar los radios de las circunferencias generatriz y di-
rectriz— debfan completar una tabla en la que se preguntaba por los radios de la generatriz y directriz («
y b respectivamente), el nimero de vértices de la figura (v) y el minimo ndmero de recorridos que da
la circunferencia generatriz para obtener la curva (7). Algunos pantallazos de este appler se pueden ver
en la figura 12; la tabla 3 es la que los estudiantes debian completar. A partir de la tabla, los estudiantes
formularon una conjetura en la que relacionaron los datos de esta. La figura 9 presenta el razonamiento
abductivo logrado.

Tabla 3.
Datos dados en la tarea “Epicicloides e hipocicloides”
Ruleta Radio Radio Cantidad Cantidad de recorridos Cociente (a/b)
de la directriz (a) | dela generatriz | de vértices o arcos | de la generatriz sobre la
(b) direcriz
Epicicloide 8 2
2.5
5 1
1 3
3 1
6 1
1.8 10
Hipocicloide 8 4
16 9
4.8 2 2.5
10 3
3 1 1
4.8 1.6
7.7 1 7
1.8
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Tabla 4.
Datos encontrados por los estudiantes
en la tarea “Epicicloides e hipocicloides”

RULETA a b v r
8 2 4 1
EPICICLOIDE
3 6 1 2
8 4 2 1
HIPOCICLOIDE
12 4.8 5 2
Datos presentados en la tabla 4 y
la siguiente observacién: ; La razén entre los radios de la
8 43 1 directriz (a) y la generatriz (b)
D: 2 16 2 | e > C:  es equivalente a la razén entre el
8 212 5 ndmero de vértices (v) y el ni-
n = T)E = By mero de recorridos (r).

Patrén observado:

Al tomar un dato de la columna « y dividirlo por el
G: dato correspondiente de la columna 4, se obtiene el

mismo resultado de dividir el dato respectivo de la

columna v con el dato de la columna 7.

Fig 9. Abduccién de patrones en el desarrollo de la tarea “Epicicloides e hipocicloides”

ABDUCCION CON DIAGRAMAS DINAMICOS

Esta clase de abduccidn se define con base en el segundo tipo de conjeturas definida por Canadas ez
al. (2008): induccidn empirica a partir de casos dindmicos. Segiin estos autores, esta conjetura se elabora
sobre la observacién de una propiedad invariante presente en un nimero infinito de casos continuos
que son un subconjunto de un nimero infinito de casos posibles. Asociamos la elaboracién de este
tipo de conjetura a un proceso abductivo en el que la conjetura se establece a partir de construcciones
geométricas o variables presentes en un contexto de matemdtica dindmica y obedece a la generalizacién
de una propiedad observada en dichas construcciones o variables. Usando el esquema del modelo de
Toulmin se obtendria la estructura presentada en la figura 10. Tareas apoyadas en programas de ma-
temdtica dindmica, como las mencionadas anteriormente, permiten desarrollar de forma significativa
los razonamientos abductivo e inductivo. En el ejemplo que se presenta en relacion con la tarea “Epi-
cicloides e hipocicloides” se observa cémo el entorno dindmico, junto con la formulacién de preguntas
abiertas, permite que los estudiantes visualicen multiples relaciones entre objetos matemdticos y con
esto formulen una gran cantidad de conjeturas.

. o
Construcciones geometrlcas y Expresién general de la pI‘OpiC—

dad.

D:  variables relacionadas en un con- |~ > C:
texto de matemdtica dindmica.

G: Propiedad observada.

Fig. 10. Abduccién a partir de diagramas dindmicos
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Ejemplo en la tarea “Epicicloides e hipocicloides”

De la observacion de las curvas que se generaban en los applets, los estudiantes plantearon razonamien-
tos abductivos; en la figura 11 se presenta uno de estos razonamientos.

gllgzln Zs d/itlazoiilmzroﬁzgdi A medida que aumenta el radio
D: 'ppeet, porgemploy > C: de la directriz, varfa la cantidad
las que se presentan en la figura .
1 de vértices de la curva.
Propiedad observada:
G Aumento de vértices en la curva cuando se deja fijo
’ el radio de la generatriz y se aumenta el radio de la
directriz.

Fig. 11. Abduccién a partir de diagramas dindmicos en la tarea “Epicicloides e hipocicloides”

W
®)

a) Radio directriza=8 | e) Radio directriz a= 1.5
Radio generatriz =2 Radio generatriz =3

O
&)

b) Radio directriz a= 9

f) Radio directriz a= 2
Radio generatriz =2

Radio generatriz =3

&
a5y

c¢) Radio directriz a= 11 o .
Radio generatriz =2 g) Radio directriz a= 3
Radio generatriz =3

0
@)

d) Radio directriz a= 13

Radio generatriz =2 h) Radio directriz a= 4

Radio generatriz =3

Fig. 12. Imdgenes de los applets hipocicloide y epicicloide cuando se
aumenta el radio de la recta directriz y se fija el radio de la generatriz
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ABDUCCION POR ANALOGIA

En los términos de Canadas ez a/. (2008), este tipo de razonamiento se corresponde con el tipo de con-
jetura denominado de analogia, el cual se elabora sobre un hecho particular conocido o sobre la base
de una regla general establecida previamente. Este proceso se asocia a un razonamiento abductivo en
el que la conjetura se establece con base en una conjetura creada en una abduccién previa o un hecho
conocido anteriormente. Como conclusién, se obtiene la modificacién de dicha conjetura para un
nuevo caso, como se muestra en el esquema presentado en la figura 13.

Hecho conocido y caso que se .
y quesey > C:  Conjetura

est4 estudiando.

Relacién entre un hecho conocido o una abduccién
previa y el caso que se estd estudiando.

G:

Fig. 13. Abduccidn a partir de una abduccién previa

Un ejemplo de este tipo de conjetura se presentd en la realizacién de la tarea de suma y la multi-
plicacién de fracciones.

Ejemplo en la tarea “Suma y multiplicacién de fracciones”

La conjetura surge cuando los alumnos tienen como tarea inventarse un procedimiento gréfico para
multiplicar fraccionarios que sea compatible con el algoritmo numérico usual. Los estudiantes recuer-
dan un método grifico para multiplicar nimeros naturales compatible con el método numérico y con
base en este se inventan un procedimiento para multiplicar fracciones, logrando con esto el argumento
que se presenta en la figura 14.

1 é>< 4_5x4 10 lg/[éto.do g_réﬁco para multiplicar
273 2x3 3 raccionarios:
2. Método gréfico para multipli-

... 3 4 .
, Para multiplicar =x— se ubica
car ntimeros naturales. En este 273

caso se multiplica 5x4. una de las fracciones sobre un
rectdngulo horizontal y la otra
4 sobre un rectdngulo vertical con

las mismas dimensiones que el
anterior y se dibuja el rectdn-
gulo que estd determinado por
5 las fracciones y se sombrea el
cuadrado que determinan los
rectdngulos unidad (ver figura
15). El producto de fraccionarios
corresponde a la relacién entre el

drea sombreada y el 4rea no som-
5x4=20 breada.

El hecho previo corresponde al conocimiento de un

método gréfico de multiplicacién de ndmeros natu-
G: rales.

Se utiliza esta idea para proponer un método gréfico

de multiplicacién de fracciones.

Fig. 14. Abduccién con base en una abduccién previa en la tarea suma de fracciones
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N

ﬁw

a)

w |

Fig. 15. Diagrama geométrico de un método grafico de multiplicacién de fracciones

ABDUCCION CON BASE EN UNA CARACTERISTICA OBSERVADA EN UN
CASO PARTICULAR

Canadas y sus colaboradores definen un cuarto tipo de conjetura, al que denominan abduccién porque
se establece partiendo de un solo ejemplo o caso y surge como una regla general que permitird explicar
este acontecimiento, inexplicable de otra manera. Esta definicidn se corresponde con la concepcién de
abduccién de Peirce en la primera etapa de desarrollo de su teoria. Consideramos que este proceso es
una abduccién en la que la conjetura tiene como base una caracteristica observada en un caso particu-
lar y surge como una generalizacién de dicha caracteristica. En consecuencia, este tipo de abduccién es
un caso particular del primer tipo de abduccién (abduccién de patrones), para el cual se considera un
tinico caso. Usando el esquema de Toulmin, este tipo de abduccidn tiene las caracteristicas presentadas
en la figura 16.

Expresién general de la caracte-

D: Diagrama numérico | e > P
ristica.

G: Caracteristica significativa observada en el dato.

Fig. 16. Abduccién con base en un caso particular

Algunas abducciones de este tipo se presentan en el desarrollo de las tareas “Fracciones a racionales”
y “Fraccionarios”.

Ejemplo en la tarea “Fracciones a racionales”

En el desarrollo de la tarea “Fracciones a racionales”, en la plenaria, un estudiante presenta una férmula

para determinar la fraccién ubicada en una posicién . La férmulaes F, = % , donde K7 es
, . ‘ (n4+1)—j+1
el mayor de los nimeros triangulares menores que Py j=P—K,.
Los estudiantes desarrollan un ejemplo para verificar si la férmula funciona y observan que esta
sirve cuando 7 es par, pero para z impar, la fraccién encontrada utilizando la férmula es la inversa a la
que se estd buscando; con este ejemplo modifican la férmula y desarrollan el razonamiento abductivo

que se presenta en la figura 17.
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La férmula para hallar la frac-

Fion cién en una posicién dada es la
_ 1024—990 siguiente:
45—(1024—990)+1 s P-T,
’ nt+2-(P-T,
D: — ﬁ ———————————————————— > C: (s ( ")
12 cuando 7 es par y
Pero la fraccién de la posicién 7 n+2—(P-T,)
1024 es 12 P
34 .
cuando es impar.

Caracteristica observada en el dato:

. 12
G: — resulta de invertir %
3 12

Fig. 17. Abduccién con base en un caso particular en la tarea “Fracciones a racionales”

Ejemplo en la tarea “Fraccionarios”

La abduccién tiene lugar cuando los alumnos estén pasando de la fraccién continua a la fraccién en

un caso particular (ver figura 18).

1 .y . .
Una fraccién continua simple fi-
C: hita se puede expresar como una

7 fraccién de la forma % .

Caracteristica observada en el dato:
G: Una fraccién continua es una sucesién de sumas

y divisiones.

Fig. 18. Abduccién con base en un caso particular en la tarea “Fraccionarios”
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ABDUCCION CON BASE EN RELACIONES OBSERVADAS EN UN DIAGRAMA

GEOMETRICO

El dltimo tipo de conjetura definido por Cafiadas y sus colaboradores (basadas en la percepcién) es
aquella conjetura que se establece a partir de la representacion visual de un problema. La naturaleza de
la representacién permite reproducir las relaciones matemadticas existentes entre los elementos presen-
tes en el problema y elaborar la conjetura. En términos de la teoria de Peirce, este tipo de abduccién
permite que se elabore una conjetura con base en las relaciones matemiticas representadas en un dia-
grama geométrico elaborado para representar una situacién determinada. En la figura 19 se encuentran
las partes que caracterizan a este tipo de abduccién de acuerdo con el modelo de Toulmin.

D: Diagrama grifico. | e

C:

Expresiéon general de las relacio-

nes.

G: Relaciones matemdticas observadas en el diagrama.

Fig. 19. Abduccién con base en un diagrama geométrico

Ejemplo en la tarea “Fracciones a racionales”

Los estudiantes tenfan como tarea establecer relaciones entre las posiciones y las fracciones. Al observar

la grafica encuentran regularidades en ciertas diagonales determinadas por las flechas; se construye el

razonamiento presentado en la figura 20.

D: Datos observados en la figura 21. | —--eemmmreemeee o

Las posiciones de las fracciones
de una diagonal que contienen la

k=
fraccién

multiplicacién de £ con cada uno

de los ntimeros triangulares.

1
corresponden a la

1

con un nimero triangular.

Consideran la diagonal correspondiente a la fraccién
3 | es decir, la que estd formada por las posiciones 4,
G: 12, 24, 40, etc. Observan que cada posicidn se puede

escribir asf: 4x1, 4x3, 4x6, 4x10, etc., es decir, que
cada posicién se puede escribir como el producto de 4

Fig. 20. Abduccién con base en un diagrama geométrico en la tarea “Fracciones a racionales”
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Fig. 21. Diagonal elegida por los estudiantes para ser estudiada

Ejemplo en la tarea “Fraccionarios”

En esta actividad los estudiantes transitaban entre diferentes representaciones de las fracciones. En
particular, uno de los argumentos desarrollados por los alumnos generalizaba las relaciones entre la
representacion gréfica de las fracciones continuas y la representacién numérica (ver figura 22).

Hay una correspondencia entre los
ntimeros enteros de la fraccién con-

1 " tinua y el nimero de cuadrados de
2+ — 1 cada tamafno.
1+ 1
+—
24
3
Relaciénes
80
2f 1
G 2
1
I+
1
+—
24
3

Fig. 22. Abduccién con base en un diagrama geométrico en la tarea “Fraccionarios”
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RAZONAMIENTO INDUCTIVO-VERIFICACION EXPERIMENTAL DE LA
CONJETURA

Ejemplo en la tarea “Suma y multiplicacién de fracciones”

Se observa este tipo de razonamiento cuando los estudiantes aceptan que el procedimiento grifico
creado para multiplicar fracciones es compatible con el método numérico usual, partiendo de unos
ejemplos que presentan. La figura 23 presenta este tipo de razonamiento.

El método presentado en la figu-

D, ™ 14 es compatible con el mé- . ~ El procedimiento gréfico se ajus-
" todo numérico de multiplicacién " taal procedimiento numérico.
de fracciones.
Mediante el método numérico
2 2 4
X ===
3 2 6
y mediante el método grafico
2
2
- 2
G: 3 :
2.2 24
="
3 2 36
. 24 4
Se tiene que — = —
36 6

Fig. 23. Razonamiento inductivo generado en el desarrollo de la tarea “Suma y multiplicacién de fracciones”

RAZONAMIENTO DEDUCTIVO-VALIDACION FORMAL DE LA CONJETURA

El razonamiento deductivo se presenta en el desarrollo de argumentos que implican la aplicacién de
conceptos, procedimientos o reglas de inferencia. Estos elementos forman parte del garante del argu-
mento y permiten que las conclusiones se obtengan de manera necesaria a partir de los datos.

En lo que sigue se presenta una clasificacién de los argumentos deductivos observados en las tareas
mencionadas. La clasificacién de estos razonamientos obedece al tipo de garante o respaldo usados.

DEDUCCION A PARTIR DE UNA REGLA PREVIAMENTE ESTABLECIDA

El razonamiento deductivo surge por la aplicacién de una regla establecida previamente en el desarro-
llo de una tarea que se estd realizando. El estudiante asume esa regla como valida y la aplica en casos
particulares. En la figura 24 se presenta el esquema general de un argumento de este tipo.
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Regla aplicada a los casos parti-

D: Casos particulares. | ceeeeeeeee > C:
culares.

G Regla asumida como vilida.
’ Datos adicionales.

R: Vx(P(x) — Q(x))

Fig. 24. Esquema del razonamiento deductivo tipo “Deduccion a partir de una regla previamente establecida”

Ejemplo en la tarea “Epicicloides e hipocicloides”

En la resolucién de la actividad sobre ruletas cicloidales* (ver Manrique, 2012) los alumnos establecie-
ron mediante una abduccién de patrones que para cualquier ruleta con directriz de radio 2 y generatriz

. ; a v /o . .o .
de radio & se cumplia que —=— (donde v: vértices y r: recorridos ). En el siguiente razonamiento
r

presentado en la figura 25, los estudiantes usan esta regla para establecer si es posible que una ruleta
exista bajo ciertas condiciones.

Cuando las ruletas tienen 1 vér- Los radios de las curvas genera-
D: tce que se genera en 2 recorri- [ —mo-mmeomoommoooeees > C:  triz y directriz no pueden ser 3
dos... y 3.
Regla asumida como vilida: Dada una ruleta con di-
rectriz de radio @ y generatriz de radio 4, entonces se
cumple que % =2 , donde : vértices y 7: recorridos
r
G: (denotemos a esta proposicién p — ¢ )
3 1
2 (5
3 =5(79)
Vx(P(x) = Q(x))
R =Q(y)
=P(y)

Fig. 25. Deducci6n a partir de una regla establecida previamente en la tarea “Epicicloides e hipocicloides”

Ejemplo en la tarea “Racionales e irracionales”

La tarea “Racionales e irracionales” consistié inicialmente en estudiar la secuencia presentada en la
tabla 4 y describir la forma de los nimeros que eran quitados del intervalo (1,2) al hacer la intersec-
cién de todos los intervalos que aparecen. Tras esto se pidié a los estudiantes describir los nimeros
que se eliminan del mismo intervalo pero haciendo divisiones de los intervalos ya no solamente por

dos, como en el caso de la tabla presentada, sino por tres, cuatro, cinco y todos los demds nimeros
naturales.

4. Si una curva rueda, sin resbalar, sobre otra curva fija, cualquier punto o segmento vinculado a la curva que gira
describe una ruleta. Se denomina directriz a la curva fija, generatriz a la curva que rueda y polo al punto o segmento que
describe la ruleta. Una ruleta cicloidal es una ruleta en la que la curva generatriz es una circunferencia.
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Tabla 4.
Secuencia utilizada en la tarea “Racionales e irracionales”
Fila No. Intervalos
1 In = (1’2)
3 3
z A
5 53 37 7
3 | R I
9 95 511 11 3
) L, :[Lg L, *[g,z] Ls :[Z» 8] Ly :[E’E]
313 13 7 7 15 15
R B S R

. . . ’ m
Al realizar esta tarea, los estudiantes establecieron que los nimeros de la forma

, con

m
1</ <m"—1 desaparecen del intervalo (1,2) después de hacer la interseccion de todos los intervalos
mencionados. Tras establecer esta regla, la usaron para evaluar algunos niimeros y decidir si desapare-
cfan o no del intervalo. Se desarrolla el razonamiento presentado en la figura 26.

16

, 16 33 .
Los nimero — y— se quitan

15718

—y 33 estdn en el intervalo (1,2).
157 18

del intervalo (1,2) mediante las
intersecciones mencionadas.

Regla establecida:
m" + k

n
m

Los ntimeros de la forma

hacer las intersecciones mencionadas.
G: Los ntimeros dados tienen la forma

con

1</ <m"—1 desaparecen del intervalo (1,2) al

16 _15'+1
15 15
33 _18'+15
18 18

Vx(P(x) = Q(x))
R: P(y)
Q(y)

Fig. 26. Deduccién a partir de una regla establecida previamente en la tarea “Racionales e irracionales”
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Ejemplo en la tarea “Fraccionarios”

Romero y Parra (2011) definen la forma de razonar deduccién-imaginacion, en la que se hace refe-
rencia a una regla creada previamente y se ajusta a la tipologia que estamos definiendo. En el ejemplo
que presentamos, los estudiantes habian establecido que “una fraccién continua simple finita se puede
operar y obtener con esta una fraccién de la forma” y aplican esta regla en casos particulares. El razo-

namiento desarrollado se presenta en la figura 27.

2+
1+

1+——

2+

2+ !

I+ ——

44

17
1

I
24
3

Regla establecida: una fraccién continua simple finita
se puede operar y obtener con esta una fraccién de la

a
forma = .

24—
I+

Q(y)

Fig. 27. Deduccidn a partir de una regla establecida previamente en la tarea “Fraccionarios”

Contraejemplos

En los desarrollos de las tareas propuestas a los estudiantes se encontraron razonamientos de este tipo.

La estructura de un razonamiento de este tipo se presenta en la figura 28.
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D: Casoquenoseajustaalaregla. | oo > : 23:6 cumple la regla conside-
Regla expresada de la forma
Vx(P(x) — Q(x))
G: Caso no vilido expresado de la forma
H(P(y)A=Q(»)
N H(P(y)A=Q(»)

Fig. 28. Estructura razonamiento tipo “Contracjemplo”

Ejemplo en la tarea “Fracciones a racionales”

Los estudiantes habian establecido una regla asumiendo que la posicién de las fracciones de la forma

% era el triangular 7. En la figura 29 se presenta el razonamiento logrado por ellos para invalidar

dicha regla.
Se observa que la posicion para la No se cumple la posicién de to-
D:  facdon 2 esd | e > C:  das las fracciones de la forma £
1 es T. 1
Regla considerada:
La posicién de una fraccién de la forma 2 e 7.
G:
La fraccién 2 es de la forma % y su posicién no es
T,=6.
W 2PLIN-e)
' = Vx(P(x) = Q())

Fig. 29. Contraejemplo en la tarea “Fracciones a racionales”

Ejemplo en la tarea “Racionales e irracionales”

Los estudiantes, al comenzar el desarrollo de esta tarea, presentaron una forma general para describir
los ndmeros que se retiraban del intervalo (1,2) al realizar el procedimiento sefialado anteriormente.
La figura 30 presenta un contraejemplo descartando dicha forma general.
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% se quita del intervalo (1,2) y
D:

No se cumple que todos los ni-

¢, merosquese quitan en el proceso

tiene la forma 2% . son de la forma — .
>

Regla considerada:
Los nimeros que se quitan del intervalo (1,2) son de

. la forma — .
G: Y

% se quita del intervalo (1,2) y no tiene la forma 1 .
Y

R: Légica de primer orden.

Fig. 30. Deduccién tipo “Contraejemplo”

TRANSFORMACION DE DIAGRAMAS

Mediante este tipo de deduccidn se transforma un diagrama geométrico, numérico o algebraico usan-
do conceptos o procedimientos vélidos en el estado hipotético de las cosas que se esté trabajando
(geometria, aritmética, algebra). La clase de garante que se use obedece a la naturaleza del diagrama
que acttie como datos del argumento: numérico, algebraico o geométrico. El esquema de este tipo de
razonamiento se presenta en la figura 31.

D: Diagrama inicial. C:  Diagrama transformado.

G: Hechos del contexto matemaitico considerado.

R: Contexto matemdtico considerado.

Fig. 31. Razonamiento deductivo tipo “Transformacion de diagramas”

Ejemplo en la tarea “Racionales e irracionales”

El razonamiento presentado en la figura 32 tiene lugar cuando los estudiantes y la profesora quieren
garantizar que, con las intersecciones realizadas, se quitan los racionales del intervalo (1,2).

a
" a,beN 2b>ay a>b
. | > 1
1<% 2 b T _2 con bsms0
b b' b

Definicién de la relacién “menor que”:
G: b<a si existem € Ntal que b+m=a
Propiedad: 4'=2 para todoz €N .

R: Teoria de ntimeros.

Fig. 32. Razonamiento deductivo tipo “Transformacién de diagramas”
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Ejemplo en la tarea “Algoritmo de la divisién”

En esta tarea se presentan a los estudiantes divisiones de niimeros 7-males,’ y para cada una de las di-
visiones se solicita una descomposicién del dividendo en ciertas sumas de grupos de potencias de diez.
Se pide a los estudiantes que justifiquen por qué los digitos de cociente de la divisién coinciden con los
coeficientes de la descomposicion. El enunciado de la tarea se presenta en la tabla 5.

Tabla 5.
Tabla que diligenciar en la tarea “Algoritmo de la divisién”
Nuamero Base k | El nimero en la forma canénica | Ndmero haciendo grupos de k10 Nuamero k
1150 | Seis 3
110203 | Cuatro 11
423 | Cinco 3
12236 | Siete

El razonamiento presentado en la figura 33 se desarrolla cuando los estudiantes llevan a cabo una
demostracién de las conjeturas desarrolladas previamente. Para ello, expresan la divisién por medio de
un diagrama diferente al usual y en el que se combinan dos formas de escribir los naturales: el diagrama
cociente y la representacién de naturales en un sistema de base (léase uno cero). Como conclusién se
obtiene una transformacién del diagrama usando propiedades de los niimeros naturales.

Sea 2 un natural tal que
a= rm</ex10”)+...

Do (e10?) 4 (0t | > G axhk=r,..nm
+7, (x10°)
G: Propiedades de operaciones en los naturales
Definicién de divisién
R: Estructura algebraica de los naturales
Fig. 33. Razonamiento deductivo tipo “Transformacién de diagramas”
CONCLUSIONES

Si utilizamos el modelo propuesto anteriormente sobre razonamiento abductivo para presentar algunas
conclusiones de este articulo, podriamos empezar por plantear que el proceso de descubrimiento mate-
mitico en las clases de matemdticas, particularmente aquellas que son para profesores de matematicas,
se caracteriza por el desarrollo de tres tipos de razonamiento: abductivo, deductivo e inductivo. Esta
conclusidn se sustenta en los resultados obtenidos de la actividad matemadtica lograda por los estudian-
tes al realizar las tareas propuestas en la investigacion referida y los trabajos de grado realizados.

5. Un niimero n-mal es la representacion de un numero real en base n, es decir, si es un real, la expresion n-mal de a
k k— — _ ,
esa,xn' +a,  xn' '+ taxn’ta xn ' +a,xn+..=aa, .. 4,4 ,,4,..,donde k es un nimero natural.
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En los ejemplos estudiados se observa que la estructura propuesta por Peirce para el desarrollo del
método cientifico es ttil en la descripcién del descubrimiento matemadtico en la clase de matemadticas,
la cual se caracteriza por la elaboracién de conjeturas, la experimentacién y la validacién desarrolladas
a través de diagramas matemdticos, como el geométrico, algebraico, tabular y el lenguaje natural es-
crito. Se observa ademds que estas formas de razonar permiten el trdnsito entre diferentes formas de
representar objetos matemadticos, lo que amplia la actividad matemdtica realizada por los estudiantes.

Otra conclusién que se puede plantear es que los tres tipos de razonamiento propuestos por Peirce
pueden ajustarse al modelo de Toulmin sobre argumentacién. Estos tres tipos de razonamiento son
esencialmente distintos: el primero, el abductivo, se relaciona con la capacidad de crear, observar,
encontrar relaciones, hacer analogfas y establecer conjeturas. El segundo tipo de razonamiento se rela-
ciona con la experimentacién, con la revisién en detalle de las conjeturas propuestas, la cual permite
ajustarlas o reevaluarlas segtin cada caso. El tercer tipo de argumento, el deductivo, garantiza conclu-
siones necesarias, conclusiones que son dificiles de refutar.

En relacién con el razonamiento abductivo, podemos afirmar que este se caracteriza, a partir del
modelo de Toulmin, por que sus conclusiones corresponden a conjeturas y los garantes a aquello que
es comun en los datos, por ejemplo, patrones, relaciones, regularidades, propiedades, entre otros. Estos
garantes permiten clasificar los argumentos en diferentes tipos; adicionalmente, las diferentes formas
en que este tipo de razonamiento se presenta obedecen al tipo de diagrama que actia como datos del
argumento, lo cual a su vez incide en el tipo de garante usado. Asi, por ejemplo, cuando los datos se
componen de un conjunto de diagramas numéricos, el garante corresponde a patrones observados en
estos diagramas, mientras que si se tratan diagramas geométricos, el garante se constituye a partir de
las relaciones observadas en dicho diagrama.

Respecto al razonamiento deductivo, segin el modelo de Toulmin, este se caracteriza por pasar del
antecedente de la conjetura, al consecuente por medio de reglas establecidas previamente, reglas de in-
ferencia légica, conjeturas realizadas anteriormente, teoremas, axiomas, entre otros. Este razonamiento
es de varios tipos; el mds usado por los estudiantes es el contraejemplo, que es empleado cuando inten-
tan determinar la no validez de una conjetura. En los razonamientos deductivos obtenidos de la apli-
cacién de una regla, se observa que algunos de los garantes no se han validado previamente; en muchas
ocasiones corresponden a hipédtesis que se construyen con razonamientos abductivos no validados.

El razonamiento inductivo es uno de los mds usados por los estudiantes; en muchas ocasiones, este
se aplica como unico medio de validacién de conjeturas. Esto porque los estudiantes no encuentran
necesario probar la validez de las conjeturas. Por ejemplo, cuando se utilizan aplicativos de matemadtica
dindmica, los estudiantes encuentran un sinnimero de ejemplos donde su conjetura se valida, por lo
que no ven necesario realizar una prueba.

Consideramos que el desarrollo de las formas de razonar depende del tipo de tarea que se propone
al estudiante. Algunas de estas permiten la elaboracién de multiples conjeturas y otras propenden por
el desarrollo del razonamiento deductivo, fortaleciendo las acciones de validacién. Este aspecto puede
ser motivo de atencién en futuras investigaciones.

Respecto a la tipologia propuesta por Canadas ez al. (2008), se puede concluir lo siguiente:

En la abduccién con diagramas dindmicos, se observa que, ademds de las propiedades invariantes,
en los entornos dindmicos se pueden encontrar otros garantes que permiten la formulacién de conje-
turas, entre los que se encuentran: relaciones entre objetos geométricos, dependencia o independencia
entre variables y cambios entre los sistemas de representacién de los objetos matemdticos presentados.

Los datos y los garantes usados en la abduccién de patrones, ademads de lo presentado por Canadas
et al. (2008), se observa que pueden presentarse en diferentes registros de representacion, como el
tabular o aquellos generados por entornos de matemdtica dindmica.
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Finalmente, cabe sefialar que, si bien coincidimos con los pasos propuestos por estos autores en el
proceso de construccién y andlisis de una conjetura, es importante distinguir el papel que tiene la con-
jetura en cada uno de estos momentos, lo cual tiene que ver directamente con el tipo de razonamiento
que se desarrolla en cada uno. De esta manera, consideramos que todos los razonamientos abductivos
incluyen en su conclusién la conjetura y se desarrollan en los pasos de construccién de esta (observa-
cién de casos, busqueda de patrones, regularidades o relaciones, formulacién de una conjetura). Los
razonamientos inductivos incluyen la conjetura en sus datos y permiten la validacién de esta en casos
particulares; tal y como senalan estos autores, este tipo de validacién no es suficiente para realizar una
generalizacién. Para esto es necesario desarrollar un razonamiento deductivo, en el cual la conjetura
actlia como garante.
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This article stems from the research “DMA-204-10: Actividades Matemdticas para el desarrollo de procesos légicos:
los razonamientos inductivo y abductivo” developed in Colombia at the Universidad Pedagdgica Nacional in 2010
and 2011. We characterized different ways of reasoning used by a group of training teachers when solving tasks
related to rational and irrational numbers.

The theoretical approach used for the development of the research links three different theories: Peirce’s theory
about scientific method and mathematical reasoning, Toulmin’s model of argument and the theoretical perspective
suggested by Cafadas, Deulofeu, Figueiras, Reid and Yevdokimov (2008) in relation with the process of formula-
tion and validation of conjectures. With the relations established between these perspectives, we describe the process
of discovery in the mathematics class and interpret the argumentations developed by the students. Toulmin model
has three components: data, warrant and assertion; warrant allows transition between data and assertion.

The process of discovery in the mathematics class is characterized by the three types of reasoning mentioned
by Peirce: students formulate conjectures, reasoning of abductive form; they check conjectures experimenting on
mathematical diagrams, reasoning of inductive form, and they validate their conjectures using deductive reasoning.
We observed, besides, the fact that the development of these types of reasoning allows for the transition among
representations of mathematical objects.

First, reasoning relates to the ability to create, observe, find relations, and establish analogies and conjectures.
Warrant of this type of reasoning appears from what is common in the information observed, for example, pat-
terns, relations, regularities, properties, constants, among others. This type of reasoning appears in different forms.
It depends on the diagram of information presented. These diagrams, in turn, affect the type of warrant used.
For example, when the information consists of a set of numerical data, warrant corresponds to patterns observed.
Whereas, if diagram is geometric, warrant is constituted from relations observed between objects observed.

In the mathematics classes observed, we identified five different types of abductive reasoning: Pattern’s abduc-
tion, Abduction with dynamical graphs, Abduction through analogy, Abduction based on a characteristic observed
in a particular case and Abduction based on the relations observed in a geometric graph.

Deductive reasoning refers to necessary inference. Warrants are, for example, rules, logical rules, conjectures,
theorems, axioms, among others. In the classes observed, this reasoning is of three types: Deduction from a previ-
ously established rule, Counter examples and Transformation of diagrams. Counter example is used by students to
prove that some conjecture is false. Warrants of a deductive reasoning obtained from the application of a rule are, some-
times, conjectures not validated. In many occasions, they are assertion that was constructed by abductive reasoning.

The inductive reasoning is often used by the students to become convinced of the validity of conjectures.
Sometimes, this one applies like a single method of validation. It is because students do not need to prove their
validity, for example, when they use diagrams presented in programs of dynamical mathematics, students find many
examples where conjecture is true. For this reason, they do not need to do a proof.

The development of these ways of reasoning depends significantly on the type of tasks proposed to the students,
some of which allow production of multiple conjectures and tend others for the development of deductive reason-
ing, strengthening the actions of validation.
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