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RESUMEN e El objetivo de este estudio es analizar una tarea de modelizacién matematica desarrolla-
da por alumnos de sexto curso de educacién primaria (11-12 afios) a partir de una actividad reveladora
del pensamiento con datos estadisticos reales de la COVID-19, implementada en linea durante el pe-
riodo de confinamiento en Espafia. A partir de un estudio de caso mdltiple, se analizan los productos
finales generados por los alumnos. Los resultados muestran que, si bien no todo el alumnado logra
desarrollar un modelo, los que si lo hacen son capaces de emplear conceptos intuitivos de estadistica y
probabilidad que estdn fuera del plan regular de estudios. Se concluye que estas actividades desarrollan
las capacidades matemadticas, pero requieren conocimiento pedagdgico para incorporarlas frecuente-
mente y con éxito a la prictica docente.

PALABRAS CLAVE: Modelizacién matemdtica; Actividades relevadoras del pensamiento; Educacién

primaria; Educacién estadistica; Transnumeracién.

ABSTRACT e The aim of this study is to analyze a mathematical modeling task developed by students
in the sixth grade of primary education (11-12 years old) based on a model-eliciting activity with real
statistical data about COVID-19, which was implemented online during the period of confinement in
Spain. Based on a multiple case study, the final products generated by the students are analyzed. The
results show that, although not all students are able to develop a model, those who do are able to use
intuitive concepts of statistics and probability that are outside the regular curriculum. It is concluded
that these activities develop mathematical skills but require pedagogical knowledge to incorporate
them frequently and successfully into teaching practice.

KEYWORDS: Mathematical modeling; Model-eliciting activities; Primary education; Statis-
tical education; Transnumeration.
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INTRODUCCION

La presencia cada vez mds notable de la modelizacién matemitica en los diferentes planes de estudio
a nivel internacional se debe a la importancia que actualmente se da a la conexién entre los conoci-
mientos matemdticos y las situaciones de la vida real. Sin embargo, a pesar de existir cada vez mds
literatura que permite indagar y conocer el proceso de modelizacién matemdtica (Bliss y Libertini,
2019; Blum y Borromeo, 2009; Wess y Greefrath, 2019), también es cierto que los curriculos vigentes
en muchos paises no ofrecen orientaciones claras que permitan al profesorado la implementacién de la
modelizacién matemadtica en el aula y la forma en que debe evaluarse (Trelles y Alsina, 2017). Por otro
lado, algunos estudios como los de Blum y Leif§ (2006) y Ng (2013) revelan que tanto la formacién
del profesorado como sus creencias pueden convertirse en un obstdculo para desarrollar actividades de
modelizacién con sus alumnos.

Si bien algunos documentos curriculares (NCTM, 2000; National Governors Association Center
for Best Practices, Council of Chief State School Officers, 2010) plantean el uso de la modelizacién
desde las primeras edades, tanto la investigacion que aporta evidencias de cémo se desarrollan los pro-
cesos de modelizacién en estas etapas como las propuestas que permitan implementarla son todavia
limitadas, a pesar de que la construccién de saberes, sobre todo en las primeras edades, se fundamenta
en lo concreto, partiendo del entorno del alumnado y su realidad. En efecto, la mayor parte de las
investigaciones y propuestas estdn focalizadas en educacién superior, bachillerato e incluso educacién
secundaria, como, por ejemplo: Barquero et al. (2014), Hernandez-Martinez y Vos (2018), Sol et al.
(2011) y Trelles et al. (2019), por citar algunos.

En este contexto, es necesario disefar estudios que contribuyan a la literatura con evidencias de
cémo se desarrollan los procesos de modelizacién en las primeras edades, en la linea ya iniciada por
autores como Albarracin y Gorgorié (2020), English (2006, 2010, 2014), English y Watson (2018)
y Ruiz-Higueras et al. (2013), entre otros; lo que contribuye de esta forma no solo a la comunidad
cientifica, sino también al profesorado de estos niveles educativos. Desde este prisma, el objetivo de
este estudio es analizar una actividad de modelizacién matemdtica disenada y aplicada en el contexto
de confinamiento ocasionado por la COVID-19. La actividad fue creada con datos reales a partir del
planteamiento de las Model-eliciting Activities MEAs (Lesh y Doerr, 2003; Lesh et al., 2000) y propues-
ta a un grupo de alumnos de 11-12 anos de educacién primaria, quienes como resultado final debian
realizar una prediccién del nimero de contagios y defunciones a causa de la COVID-19 en Catalufia
(Espana).

FUNDAMENTACION TEORICA

Educacién en tiempos de la COVID-19

A raiz del estado de alarma decretado el 14 de marzo de 2020 en Espana, la educacién fue uno de los
sectores mds afectados, ya que las instituciones educativas debieron cerrar sus puertas para evitar la pro-
pagacién de la COVID-19. Segtin Cifuentes-Faura (2020), la inasistencia del alumnado a las escuelas
debido al cierre temporal a causa de la COVID-19 tendrd un impacto en el derecho a una educacién
igual e incluyente para todos, lo que aumentard las desigualdades en los resultados educativos y produ-
cird una brecha especialmente en las aptitudes matemadticas y de alfabetizacion entre el alumnado de
niveles socioeconémicos diferentes.

Por su parte, el Banco Mundial (2020) manifiesta que la calidad educativa se verd afectada y dismi-
nuird notablemente durante este periodo de confinamiento. En este contexto, consideramos imperante
garantizar el derecho a la educacién a todo el alumnado, aun cuando en algunos casos las condiciones
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sean adversas, pues segtin el Instituto Nacional de Estadistica (INE, 2019) en el 19,1 % de las vivien-
das no existe ordenador, netbook o tablet. Ademis, EU Kids Online (2018) indica que el 8 % de los ni-
fios no disponen de acceso a internet desde sus hogares. Este escenario pone de manifiesto las grandes
dificultades que tienen que atravesar algunos alumnos para integrarse en un sistema educativo virtual.

Por lo expuesto, las politicas educativas que se tomen deben considerar estas realidades y generar
propuestas alternativas para garantizar que la educacién llegue a todo el alumnado. Por su parte, la
Unesco (2020) indica que el personal docente debe propender a que el material que se presente en
linea sea atractivo, que las indicaciones sean sencillas y que los tiempos de realizacién no sean ajusta-
dos, asi como generar actividades que motiven la participacién y cuyas temdticas estén vinculadas a los
intereses del alumnado mediante planteamientos de problemas que le permitan establecer relaciones y
aplicarlos a situaciones reales.

La modelizacién matemdtica y su presencia en los primeros niveles escolares

Actualmente, no existe unicidad de criterio en la comunidad cientifica para definir la modelizacién
matemdtica. Sin embargo, diversos autores proporcionan importantes aportes, a menudo complemen-
tarios; para Alsina et al. (2007), la modelizacién matemdtica se refiere al proceso de construcciéon de un
modelo que sirve para explicar o estudiar un fenémeno real o matemitico, lo que requiere traducciones
constantes entre la realidad y las matemadticas. Borromeo (2010) y Blum (2015) manifiestan que puede
ser entendida simplificadamente como un proceso de traduccién entre el mundo real y las matemati-
cas en ambas direcciones. La modelizacién matemdtica es un proceso que utiliza la matemdtica para
representar, analizar, hacer predicciones o proporcionar informacién sobre los fenémenos del mundo
real y realizar un proceso de traduccién entre este mundo y las matemdticas (Bliss y Libertini, 2019;
Blum y Borromeo, 2009).

Cuando la modelizacién se realiza a partir de datos estadisticos existen algunas propuestas tedri-
cas que permiten analizar estos procesos. En este estudio asumimos los planteamientos de Makar y
Rubin (2009) y Watson y English (2015) en el sentido de entender la modelizacién con datos como
un proceso que involucra un razonamiento estadistico integral que se basa en contextos, preguntas y
conceptos matemdticos y estadisticos. Ademds, los modelos producidos deben estar respaldados por la
evidencia y abiertos al pensamiento inferencial informal, el cual debe incluir el reconocimiento de la
incertidumbre en las creaciones y aplicaciones de modelos que surgen de la variacién debida al azar.

English y Watson (2018) proponen considerar cuatro aspectos centrales: 1) interacciones entre las
matemdticas y la estadistica a través de la modelizacién con datos, basindose en la matematizacién
horizontal y vertical, y en la transnumeracién, entendiéndose esta tltima como el papel especifico que
juega el contexto a lo largo de una investigacién estadistica, en la que se buscan diferentes enfoques
para encontrar y transmitir significado en los datos; 2) interpretar y reinterpretar contextos y preguntas
problemdticas, entendiendo que los datos son ntimeros dentro de un contexto y que este contexto a
su vez proporciona significado a los datos; 3) interpretar, organizar y operar con datos en la construc-
cién de modelos: se trata de que el alumnado identifique y priorice variables, reconozca caracteristicas
estadisticas y aplique operaciones matemadticas y estadisticas; y 4) hacer inferencias informales: es im-
portante que el alumnado se involucre en la inferencia informal como un aspecto fundamental de la
alfabetizacién estadistica.

En lo que se refiere a investigaciones que aporten evidencia cientifica acerca de los procesos de
modelizacién en las primeras edades, los estudios de English (2006, 2010, 2014) sugieren que el
aprendizaje de la matemdtica basado en procesos de modelizacién requiere que los ninos generen y
desarrollen sus propias ideas y procesos matemdticos, formando sistemas de relaciones generalizables
y reutilizables. Los resultados muestran cémo los ninos pueden desarrollar de forma independiente

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 40-2 (2022), 193-213 195



César Trelles, Ximena Toalongo, Angel Alsina

construcciones y procesos a través de la resolucién significativa de problemas. Ademads, concluyen que
los procesos de modelizacién matemadtica constituyen grandes oportunidades para la construccién de
saberes en los alumnos y que estos aprendizajes incluso van mds alld de lo que estipulan los planes de
estudio.

En esta linea, English y Watters (2005) realizaron un estudio longitudinal a lo largo de tres anos
con ninos de 8 afios que les permiti6 afirmar que los problemas de modelizacién fomentan y revelan
el pensamiento matemdtico de los nifios.

English y Watson (2018), en su trabajo con alumnado de sexto curso de primaria, sugieren que la
modelizacién matemadtica facilita la interpretacién, organizacién y operacién de datos a través de infe-
rencias informales. Sus resultados evidencian que no solo se generan modelos para resolver una situa-
cidn, sino que a su vez se reconocen las limitaciones que genera la creacién del modelo y su aplicacion.
Ademds, manifiestan que en educacién primaria por lo general no se da la oportunidad al alumnado
de vincular su aprendizaje matemdtico con problemas que involucran datos complejos.

Chan (2010), en un estudio con alumnos de sexto de primaria, encontré que los modelos desarro-
llados por los alumnos revelan las formas en que organizan las cantidades y variables, y a su vez inciden
en su capacidad de interpretar, analizar, explicar, formular hipétesis, conjeturar, comparar y justificar.

Albarracin y Gorgorié (2020) trabajaron con alumnos de sexto curso de educacién primaria en un
proyecto orientado a generar impacto social, el mismo que fue disenado a partir de las necesidades de
los nifos de la escuela y bajo los enfoques teéricos de la modelizacién matemdtica; estos autores indi-
can que el alumnado, para enfrentarse a este tipo de actividades, tiene que hacer uso de varios conteni-
dos y habilidades matemdticas, y también enfatizan la importancia de la capacitacién del profesorado
para gestionar estas actividades.

Por lo expuesto, podemos sefialar que la literatura existente hasta el momento sugiere que las activi-
dades de modelizacién constituyen una gran oportunidad para que los alumnos alcancen aprendizajes
que van incluso mds alld de lo contemplado en los planes de estudio.

Actividades reveladoras del pensamiento —model-eliciting activities— o MEA,
por sus siglas en inglés

Como se ha indicado, no existe unicidad de criterio en la comunidad cientifica para definir la mode-
lizacién matemdtica; consecuentemente, existen diversas propuestas para implementarla en el proceso
de ensenanza-aprendizaje, como las de Albarracin (2017), Ferrando y Navarro (2015), Gallart et al.
(2019), Sol et al. (2011) y Trelles et al. (2019), entre otras. En este articulo asumimos el planteamiento
de las model-eliciting activities (MEA), propuesto inicialmente por Lesh y Doerr (2003) y Lesh et al.
(2000). Estas actividades tienen la principal caracteristica de ser lo suficientemente abiertas, desafiando
al alumnado a generar un modelo con el objetivo de resolver un problema concreto. Las MEA se basan
en seis principios fundamentales: 1) construccidn, 2) realidad, 3) autoevaluacién, 4) de documenta-
cién, 5) prototipo efectivo y 6) generalizacion (Lesh et al., 2000).

Ademds de cumplir con estos principios, estas actividades generalmente poseen las siguientes carac-
teristicas: se trabajan en grupos reducidos de méximo cuatro alumnos, pueden durar entre dos o tres
sesiones de clase, y habitualmente se solicita al alumnado que mediante una carta ofrezcan asesoria a
una o varias personas que estdn interesadas en la solucién del problema, en la que deben explicitar los
procesos utilizados para llegar a la solucién y argumentar por qué la consideran ttil, ademds de explicar
cémo esta puede ser empleada en otros contextos.

Otra caracteristica de estas actividades es que, al tratarse de problemas abiertos, no admiten una
respuesta Unica. Lo mds importante no es la respuesta, sino el proceso utilizado para obtenerla; por
tanto, no existen respuestas incorrectas, sino simplemente algunas mds eficaces que otras, en funcion
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de las suposiciones planteadas por el alumnado y de sus razonamientos. Considerando estos antece-
dentes, nuestro objetivo consiste en describir y analizar los modelos generados por un grupo de siete
alumnos (11-12 afos) a partir de los datos proporcionados a través de una actividad de modelizacién
matemdtica disefada y aplicada en el contexto de confinamiento ocasionado por la COVID-19.

METODOLOGIA

Se ha disenado un estudio de caso multiple (Gundermann-Kroll, 2013; McMillan y Schumacher,
2005; Yin, 2018) para describir y analizar los modelos generados por un grupo de alumnos de 11-12
afos, lo que nos permite explorar mds de una unidad de andlisis proporcionando las bases para la ge-
neralizacién (Rule y John, 2015); de acuerdo con estos autores, indagar mds de un caso aporta criterios
de validez interna, externa y confiablidad a los datos.

Participantes

La actividad de modelizacién matemdtica fue planteada a los dos grupos de sexto afo de educacién
primaria de una escuela publica de la ciudad de Girona (Espana) a la cual asiste alumnado mayori-
tariamente perteneciente a un nivel socioeconémico medio; en total, 48 alumnos recibieron la acti-
vidad. Sin embargo, solo siete alumnos la desarrollaron completamente: tres nifios (2 de 11 anos y 1
de 12 afos) y cuatro nifas (una de 11 afos y tres de 12 afnos). Dos alumnos y una alumna tienen un
rendimiento académico sobresaliente en la asignatura de Matemdticas; los cuatro alumnos restantes
presentan un rendimiento académico notable. Ademds, tres de los alumnos sobresalen con frecuencia
en el manejo de recursos informdticos y tienen facilidad para el manejo de las principales herramien-
tas de Microsoft Office. Los alumnos no tenfan experiencia previa en la realizacion de actividades de
modelizacién matemdtica, debido en gran parte a que el curriculo no contempla explicitamente la
formulacién de este tipo de actividades.

Disefio e implementacién de la actividad

La actividad fue disefiada por el equipo investigador bajo el posicionamiento teérico de las actividades
reveladoras del pensamiento (MEA). La actividad consiste en proponer al alumnado que realice una
prediccién del ndmero de contagios y defunciones que existirdn en Cataluna (Espafa) a fecha de 30
de junio de 2020, como consecuencia de la COVID-19 a partir de datos reales, suministrados en
forma de tabla y tomados de la pagina web del Instituto de Estadistica de Cataluna (2020), con corte
a fecha de 3 de junio. A pesar de la presencia de datos no disponibles en la tabla, intencionalmente se
consideré mantenerlos (véase material complementario'), con el propésito de que el alumnado tomara
decisiones acerca de con qué datos trabajar.

Los alumnos, mediante una carta de media pdgina de extensiéon minima, y sin extensién mdxima,
debian explicar con detalle cémo obtienen el prondstico. Se les pedia, particularmente, que justificaran
todas las suposiciones y cdlculos realizados, y se les indicé explicitamente que podian utilizar todos
los conocimientos aprendidos en clase, asi como diagramas, gréficos estadisticos, etc. Ademds, debian
reflexionar y comunicar si el procedimiento propuesto es aplicable a otras poblaciones.

La literatura recomienda que las actividades de modelizacién deben ser desarrolladas por pequenos
grupos de alumnos. Sin embargo, se propuso la actividad de forma individual, ya que, por motivo

1. heps://dugi-doc.udg.edu/handle/10256/20529
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del confinamiento, el sistema educativo pasé a una modalidad virtual. Si bien consideramos que esta
situacién no constituye un total impedimento para el trabajo grupal, es importante mencionar que, en
esta circunstancia, en la que el alumnado tuvo que adaptarse abruptamente a la nueva modalidad, se
decidié que lo mds conveniente era llevarla a cabo individualmente.

La actividad fue entregada a los alumnos en fecha de 5 de junio de 2020, mediante la plataforma
Google Classroom con la que trabaja la escuela, donde se indicaba que disponian de siete dias para
cumplirla. Durante la actividad, las maestras indicaron a los alumnos que podian realizar todas las
consultas que necesitasen para desarrollarla y asi entregar la carta como producto final, e insistieron en
la importancia de realizar la actividad de forma auténoma.

Cumpliendo con las indicaciones de la actividad, los siete alumnos realizaron al menos una con-
sulta a las maestras, cuatro de ellos realizaron varias preguntas durante el proceso. Las preguntas estu-
vieron enfocadas en los siguientes aspectos: obligacién o no de utilizar todos los datos de la tabla A1,
la existencia de algiin método especifico para realizar la actividad, la posibilidad de utilizar programas
como Microsoft Excel, cémo acceder a datos de otras poblaciones, qué significa «Dato no disponible»
en la tabla Al.

Las maestras, al recibir las preguntas inmediatamente, las enviaban al equipo investigador, que
aportaba respuestas orientativas. Las respuestas estuvieron centradas en aclarar términos para una me-
jor comprension de la actividad y hacer hincapié en que el uso de cualquier procedimiento o recurso
es considerado vélido siempre que cuente con la respectiva argumentacién. El principal medio de
comunicacién utilizado entre las maestras y el alumnado fue el correo electrénico y la plataforma Goo-
gle Classroom, mientras que entre las maestras y el equipo investigador fue el correo electrénico y el
teléfono mévil. Es importante indicar que tanto el alumnado como las maestras no tenfan experiencia
previa en el desarrollo de este tipo de actividades.

Analisis de datos

La actividad planteada pretendia propiciar en los alumnos procesos de modelizacién matemdtica a par-
tir de la situacion propuesta. La carta que constituia el producto final de la actividad tenia por objetivo
recabar los procesos desarrollados por el alumnado; por tanto, los datos que se analizan provienen de
esta fuente.

Como se ha indicado, la actividad fue planteada a 48 alumnos, pero tan solo 7 la desarrollaron
completamente y llegaron a entregar la carta. De los 41 alumnos restantes, 23 contestaron inicamente
las preguntas introductorias, las cuales no han sido consideradas, ya que no forman parte medular
del estudio, pues tenian la tnica intencién de ofrecer una pequefia introduccién al problema, y 18
alumnos no contestaron ni siquiera este apartado. La poca participacién del alumnado, aunque en
su totalidad contaba con los recursos tecnolégicos necesarios para las clases en linea, puede estar in-
fluenciada, a modo de conjetura, por la falta de experiencia en el desarrollo de este tipo de actividades
y/o el incumplimiento de tareas como consecuencia del confinamiento. No obstante, las siete cartas
recopiladas contienen elementos interesantes que merecieron un andlisis.

Los datos han sido estudiados mediante un andlisis de contenido (Lépez-Noguero, 2002), realizado
por separado por los autores, con el propésito de identificar, clasificar y categorizar todos los datos re-
gistrados en el modelo elaborado por los alumnos. Se ha aplicado un andlisis inductivo en la identifica-
cién inicial de patrones y categorias de respuestas, concretamente se realizaron varios ciclos de anilisis
a cada una de las cartas. A partir de este andlisis, y en correspondencia con la fundamentacién tedrica,
se obtuvieron las siguientes categorias: a) Interpretacién de datos: esta categoria responde a cémo los
alumnos interpretan los datos que les fueron proporcionados en forma de tabla, si los interpretan
como datos acumulados y si consideran el contexto para interpretarlos; b) Organizacién y operacién
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de datos: esta categoria expone el cémo y mediante qué recursos los alumnos representan los datos,
asi como los procesos matemdticos que utilizan para trabajar con ellos, y ¢) Inferencias informales:
esta categoria explica las reflexiones que realizan los alumnos acerca de la validez del modelo en otras
poblaciones. Hubo un acuerdo del 90 % entre los codificadores en los aspectos mencionados. Cuando
surgieron diferencias se lleg6 a un consenso mediante un nuevo andlisis. Los alumnos participantes han

sido codificados como Al, A2, A3, ..., A7.

RESULTADOS

La actividad fue implementada en cataldn; sin embargo, para una mejor comprensién del articulo, los
datos aqui presentados han sido traducidos al espafiol.

Interpretacién de datos realizada por el alumnado

Los datos proporcionados al alumnado en forma de tabla (véase material complementario) estaban or-
ganizados en cuatro columnas, si bien algunos datos no estaban disponibles; este es un primer conflicto
al que debieron enfrentarse, pues debian interpretar el contexto en el que se presentaban y decidir qué
datos trabajar.

Para la prediccién de contagios, todos los alumnos utilizan inicamente los casos confirmados, omi-
tiendo las demds columnas sin justificar su decisién, a excepcién de A7 que manifiesta: «Unicamente
he trabajado con los casos confirmados ya que son reales».

Seis alumnos interpretan los casos confirmados como datos acumulados; solamente Al interpreta
que cada uno de estos datos representa el nimero de nuevos contagios en su fecha correspondiente:
«los casos van aumentando dia tras dia llegando a casi 2 000 000 en mayo». Esta visién sugiere que Al
interpreta los datos sin considerar el contexto, pues no contrasta su razonamiento con lo que sucede
en la realidad.

A3 interpreta los datos como un histérico que cumple ciertas caracteristicas: «el intervalo de datos,
en este caso diario, es completo, homogéneo y coherente, esto hace que la prevision se pueda hacer
mejor y tenga un resultado mds preciso y fiable».

A4 considera que los datos del mes de febrero son incompletos —en comparaciéon con los otros
meses, en febrero se dispone de datos solo a partir de la tltima semana— y no son tiles para generar
un modelo:

En primer lugar, haremos una tabla de 4x4 donde inicialmente pondremos los contagiados del dia 1 y del
30/31 de marzo, abril y mayo, (febrero no ya que los datos proporcionados no son completos) para saber
cudntos contagiados ha habido realmente en cada mes por individual.

Seis alumnos representan los datos mediante gréficos para tener una mejor comprensién de estos, lo
que demuestra claramente un proceso de transnumeracién (Chick, 2004); por ejemplo, A6 manifiesta:

...en relacién con los casos confirmados, se mantienen por debajo de las 10.000 personas hasta finales de
marzo con un crecimiento suave tal y como se puede ver en el grifico 1. A partir de la Gltima semana de
marzo se inicia un crecimiento de los casos, y en solo seis dias se duplican los contagios de todo el mes de
abril hasta aproximadamente el 11 de mayo, y a partir de entonces los casos se suavizan con un crecimiento
moderado hasta inicios de junio, cuando ya no disponemos de mds datos.
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Fig. 1. Gréfico de nimero de casos confirmados elaborado por A6.

Por su parte, A5 indica: «<he hecho unos gréficos generales para ver como iban las defunciones y los
casos confirmados».
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Fig. 2. Representacién grafica de los datos elaborada por A5.
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Organizacién y operacién de datos desarrollada por el alumnado

A4, A5 y A7 crean nuevas columnas. A4 crea una en la que registra el nimero de contagios por mes,
exceptuando febrero; para ello resta el nimero de contagios del dltimo dia con los del primero de

cada mes.

MESOS DIA 1 DIA 30 TOTAL
Maig 57.093 67.060 9.967
Abril 21.804 55137 33.333
Marg 14 19.991 19.977

Fig. 3. Nimero de contagios por mes, calculado por A4.

Después divide el valor del mes de abril entre el mes de mayo. Como existe un decrecimiento de
contagios de abril a mayo, supone que el decrecimiento continuara hacia el mes de junio y utiliza el
cociente anteriormente calculado para hallar el nimero solicitado de contagios.

... tendremos que dividir la cifra total de los tltimos 2 meses, es decir, abril y mayo (33333 + 9967) para
saber cudnto ha disminuido el nimero de casos (3,34). Por lo tanto, y dado que estd previsto que el niimero
de contagios y muertes se reduzca, tendremos que dividir finalmente 9967 (el total de contagiados de sélo el
mes de mayo) entre 3,34 (el decimal que indica la bajada de casos) para saber «<mdxima» y aproximadamente
el ndmero total previsto de contagios a junio del 2020 (9967 + 3,34 = 2984).

Utiliza el mismo procedimiento para determinar el nimero de defunciones; si bien es consciente
de que los datos del mes de abril son incompletos, su procedimiento demuestra que este aspecto no es
relevante para realizar la prediccién.

MESOS DIA1/15 DIA 30 TOTAL
Maig 10.401 12.280 1.879
Abril 7.097 10.311 3.214

(3.214 +1.879 = 1'7) (1.879 + 1,7 = 1.105)

Fig. 4. Numero de defunciones por mes, calculado por A4.

Es importante indicar que los valores obtenidos por A4 tanto de contagios como de defunciones
corresponden tGnicamente al mes de junio.

A5 y A7 crean dos nuevas columnas para registrar el nimero de nuevos casos diarios confirmados
y el aumento de muertes diarias; a manera de ejemplo, se presenta un fragmento de la tabla creada por

AS.
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Defuncions
de casos
confirmats o| Augment de
Casos sospitosos |morts diaris
nous
confirmats
Data Confirmats diaris Possibles Total Totals
Dada no Dada no
03/06/2020 67461 228 disponible disponible 12333 10
Dada no Dada no
02/06/2020 67233 150 disponible disponible 12323 34
Dada no Dada no
01/06/2020 67083 23 disponible disponible 12289 9
Dada no Dada no
31/05/2020 67060 156 disponible disponible 12280 1

Fig. 5. Fragmento de la tabla elaborada por A5.

A5, con los valores de nuevos casos por dia, genera dos nuevos graficos.

3000

2000

1000

0
cCcecece e e (= = R e R R = R = R e = A R e i = = R = A = R = = R R R I = = = O =
A A A A Ao A AdAdAdAdAdAAdAdAAdAAAd AN AN NN AN NN NN AN AN
[~ —I (=B~ N~~~ — N — i — I — O — N — I — I~ — I~
aaaaada IS dadadaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaadga
s B R R ) B § + + + + F § £ f f VvV v v n g n S
ccg3ss88s328883222332232588888888888
'f,M('l"Zm—'TT\C”‘.CC‘—'350"«\’)@(‘l'f.m—'fl"of’;o@\fl",m—'f“»
GB8ELE=ZICERSEAS SSETEZ28d&8s3dISs=D=228A48s8

500

400

300

200

100

0
o o o Qo @ o @ o @ @ o @ 9 o < o o 9o =@ <
N A AN QA &N QNN DN QNN QNN DN AN NN DN NN DN NN DN DN NN N
SO O © © © © © © © © O © O 0 © © © © © © O o © ©
SSSSSS 8§88 8888888888888 S
g € € € & € & € O OV VU VU WV W U OV OV VU UV vV U O v © O
S 3353333888888 888888888 88
- = N N N N N O O O = = = - - N &N N N N o O O

Fig. 6. Representacion gréfica de los nuevos casos y defunciones diarias elaborada por A5.
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Mediante los graficos obtiene conclusiones y toma decisiones:

He observado que hay una tendencia de bajada pero que es irregular. Para clarificar mds los datos he hecho
una agrupacion de siete en siete dfas. También he observado que el dato de defunciones del 26 de mayo y
los datos de nuevos confirmados de los dias 18 y 19 de mayo son muy extrafos probablemente debido a
cambio de criterios a la hora de contar. Por lo tanto, he decidido prescindir de estos datos.

Después calcula el porcentaje de disminucién de defunciones por semana y calcula su media aritmética.

Augment de
morts Percentatge
semanals de disminucio
28/5-3/6 153 76,50%
20/5-27/5 (*) 200 56,82%
13/5-19/5 352 62,19%
6/5-12/5 566 79,49%
29/4-5/5 712 57,98%
22/4-28/4 1228
mitgana dels
percentatges. 66,60%

* No he tingut en compte les dades del dia 26/5

Fig. 7. Porcentaje de disminucidn por semana y cdlculo
de media aritmética por A5.

Luego, utiliza la media aritmética de los porcentajes para calcular los datos de las siguientes semanas.

Prediccio

setmanal
setmana 4 30
setmana 3 45
setmana 2 68
setmana 1 102

Fig. 8. Prediccion de niimero de defuncio-
nes por semana calculado por A5.

Finalmente, el valor correspondiente a la semana cuatro los divide entre 7, y predice que para el dia
30 de junio habrd entre 4 o 5 nuevas defunciones. El mismo procedimiento lo utiliza para predecir el
ndimero de nuevos contagios e indica que habria 94 0 95 a fecha de 30 de junio. Es preciso indicar que
A5 no predice los nimeros totales; los valores que da corresponden al niimero de contagios y defun-
ciones que existirfan del 29 al 30 de junio.
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A7, por su parte, después de obtener el nimero de nuevos contagios y defunciones por dia, identi-
fica un patrén, y a partir de este desarrolla sus célculos.

Lo que he hecho ha sido que he seguido como una especie de patrén que se nota un poco en los tltimos
dias que van subiendo los casos entre 23 y 499 casos por dfa, pues he ido sumando los tltimos casos actuales
entre 23 y 499 (por ejemplo, 67.461 mds 233) y he ido sumando al azar los niimeros entre 23 y 499 porque
es el patrén que més se nota porque no hay un patrén muy exacto pues no siempre sumo el mismo ntimero
y con este proceso es posible que el 30 de junio habrd 70.862 casos confirmados.

A7 ve miés alld de los datos e identifica un patrén, lo que demuestra un importante pensamiento
transnumerativo. Para Estrella y Olfos (2015), en la accién de pasar de los datos a una transformacién
y luego a una tabulacidn, se esperaria que los alumnos con pensamiento transnumerativo, por tanto,
més complejo, notasen patrones al observar la nueva representacién de los datos o al momento de
interpretarlos.

Ademds, realiza un gréfico en donde indica el niimero de nuevos casos que se registran por dia y la
prediccién hasta el 30 de junio.

Predicela da els Incremests de casos diaris finns al 30de juny

Fig. 9. Prediccién de incrementos de casos diarios al dia 30 de junio elaborado por A7.

Y otro con el niimero de casos totales y su prediccién hasta el 30 de junio.

Predictiode s casestotals finsel 30 dejuny

Fig. 10. Prediccién de casos totales hasta el 30 de junio elaborada por A7.
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El alumno hace la siguiente aclaracién acerca de sus graficos: «Nota: Los niimeros del eje horizontal
corresponden a las fechas hasta el 30 de junio y también solo he trabajado con los casos confirmados
puesto que son reales».

Asimismo, efecttia el mismo procedimiento para el caso de las defunciones y predice que para el 30
de junio el nimero de defunciones serd de 12.841.

A3 se limita a utilizar la funcién previsiéon de Microsoft Excel, la cual permite predecir valores
futuros en funcién de datos histéricos; con ello determina que el niimero de contagios serd de 72.453
personas y el nimero de defunciones, de 13.564.

Al, A2 y AG, después de graficar los datos, no realizan ninguna operacién. Sin embargo, Al indica
«... afinales de junio la cifra de defunciones y posibles casos rondard las 13 500 personas, ya que seglin
la tabla podemos ver que las cifras ya no evolucionan tan rdpido». A2 pronostica que a finales del mes
de junio el ndmero de contagios serd entre 100 y 150. No predice las defunciones. A6 no da valores
y simplemente afirma que el virus desaparecerd: «En conclusién el 30 de junio nos acercarfamos a la
desaparicién del virus si se han mantenido las medidas minimas de prevenciény.

Algunos elementos importantes que hay que considerar a partir de lo expuesto son: A4 en su mo-
delo utiliza métodos de diferencias y conceptos de proporcionalidad; se observa que informalmente
calcula un coeficiente de proporcionalidad. Ademds, toma decisiones de exclusién de datos para cal-
cular las predicciones.

A5, a partir de los gréficos, identifica de manera informal valores atipicos y toma la decisién de eli-
minarlos porque considera que afectardn a sus resultados finales. Va incluso mds alld y establece como
conjetura que estos valores se deben a cambios de criterios a la hora de contar.

A7 emplea el concepto de rango —determina el valor de 23 como minimo y 499 como méximo— de
manera informal. Después suma al azar valores comprendidos entre 23 y 499, lo que evidencia la uti-
lizacién de conceptos informales de estadistica y probabilidad, especificamente intervalos de confianza
y ntmeros aleatorios. Presenta los resultados de su prediccién mediante graficos. Utiliza el mismo
procedimiento para el caso de defunciones.

Considerando que los alumnos responden a lo solicitado en diferentes formatos, hemos unificado
sus respuestas, de tal manera que indiquen el nimero total de casos a fecha de 30 de junio, con el
propdsito de tener una mejor visién de estas. Este proceso lo hemos realizado inicamente para quienes
justifican sus procedimientos. Ademds, ya que en la fecha en la que se redacta este articulo se puede
disponer de los datos reales proporcionados por el Instituto de Estadistica de Catalufa (2020), hemos
comparado las predicciones del alumnado con estos datos, indicando el margen de error cometido en
los diferentes modelos. Esta comparativa evidencia que los alumnos que desarrollan un modelo y lo
justifican se acercan significativamente a los valores reales, presentando un minimo margen de error,
lo que demuestra el gran nivel de razonamiento matematico y estadistico que los alumnos ponen en
juego cuando se enfrentan a este tipo de actividades.

Tabla 1.
Comparativa de valores reales y pronosticados
Nii y Prediccion del Niimero de Prediccion del
Modelo um'ero ¢ niimero de % error defunciones niimero de % error
contagios reales ) )
contagios reales defunciones
A3 71.799 72.453 0,91 12.576 13.564 7,86
A4 71.799 70.044 2,44 12.576 13.385 6,43
A5 71.799 70.826 1,36 12.576 12.525 0,4
A7 71.799 70.862 1,31 12.576 12.841 2,1
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Inferencias informales desarrolladas por el alumnado

La actividad solicita al alumnado reflexionar sobre la validez del modelo en otras poblaciones; este
aspecto requiere de la elaboracién de inferencias informales por parte del alumnado. A manera de
ejemplo, A3 manifiesta:

Este método es aplicable a otras zonas siempre y cuando se disponga de un histérico de datos registrados. La
extrapolacién de resultados a otras comunidades auténomas o paises solo es adecuada hacerla para aquellas

zonas donde la incidencia de la COVID-19 haya sido similar (Comunidad de Madrid, Pais Vasco, etc.).
A4 indica:

Como la estrategia no es compleja y Espafia estd avanzando pricticamente a un solo ritmo entre sus comu-
nidades, opino que puede ser algo que puede servir para todo el pais, por otro lado, puede ser dificil de llevar
a otros paises ya que estos no llevan el mismo ritmo que Espana.

A7 senala:

Por ejemplo, este método no se puede utilizar en Groenlandia ya que tiene muy pocos contagiados y no
hay casos diarios, lo cual hace que no sea posible ver un patrén, en cambio en Estados Unidos si se puede
utilizar este método ya que tiene muchos casos diarios y se puede ver un patrén.

Las anteriores reflexiones evidencian cémo los alumnos consideran que sus modelos pueden ser
aplicados para realizar predicciones en otras poblaciones, siempre y cuando existan ciertas condicio-
nes similares a las de Cataluna. Lo que sugiere que entienden los datos como nimeros dentro de un
contexto (English y Watson, 2018; Franklin et al., 2007; Langrall et al., 2011; Moore, 1990), aspecto
de gran importancia en el proceso de modelizacién con datos y en el desarrollo de la competencia
estadistica del alumnado.

Otro elemento importante es la consideracién de aspectos extramatemadticos y como estos pueden
influir en los resultados. Muchas de las reflexiones mencionan que aspectos como el uso de mascarilla,
el respeto de las medidas de distanciamiento social, el incremento de la movilidad, etc., influirdn en el
comportamiento del virus.

Finalmente, los modelos del alumnado, incluso aquellos que no justifican sus procesos, denotan
la conciencia de un elemento de incertidumbre en sus predicciones. Ademds, se nota el uso de un
lenguaje probabilistico y no determinista, y algunos no dan un tnico valor sino un rango de valores.
Por ejemplo, Al indica: «... la cifra de defunciones y posibles casos rondard las 13 500 personas...»;
A2 sefala: «... he podido deducir que hacia finales del mes de junio habrd unos 100-150 contagios en
Cataluna...»; A5 manifiesta: «... creo que habrd entre 94 y 95 nuevos positivos», y A7 indica: «... es
posible que el 30 de junio habrd 70 862 casos confirmados».

A modo de resumen, la tabla 2 presenta los resultados de cada uno de los siete alumnos participan-
tes en el estudio.
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Tabla 2.

Trabajo de los alumnos organizado por categorias

Categorias Alumnos

Interpretacion de daros Al A2 A3 A4 A5 A6 A7

Interpreta cada dato de casos confirmados como una frecuen-

cia absoluta no acumulada

Interpreta casos confirmados como datos acumulados X X X X X X

Compara los datos entre meses X X X X X X

Representa datos mediante graficos para tener una mejor in-
terpretacién de estos (transnumeracion)

Organizacion y operacion de datos

Introduce nuevas variables y crea columnas adicionales en la
tabla que se les entregd

Calcula porcentajes y media aritmética X

Observa miés alld de los datos, demuestra pensamiento trans-
numerativo a través de la identificacién de patrones

Decide incluir o excluir datos en las operaciones de acuerdo
con las caracteristicas de estos (ejemplos: valores atipicos, da- X X X X
tos completos de un determinado mes)

Utiliza de manera informal conceptos de estadistica y proba-
bilidad (rango, intervalos de confianza, nimeros aleatorios, X X
valores atipicos)

Utiliza métodos de diferencias y/o conceptos de proporcio-

nalidad

Utiliza funciones especializadas de Microsoft Excel X

Realiza suposiciones a partir de sus conocimientos extrama-
temdticos

Agrupa datos en intervalos de tiempo para facilitar las ope-
raciones

Expresa la respuesta final no como un tnico valor, sino como
un rango de valores

Inferencias informales

Establece como condicién necesaria para la aplicacién de su
modelo en otras poblaciones que las condiciones de estas sean X X X
similares

Considera aspectos extramatemdticos en el momento de
plantear inferencias

Utiliza un lenguaje probabilistico y no determinista x x X X X

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En el presente estudio se ha presentado el andlisis de los modelos generados por el alumnado a partir
de una actividad de modelizacién matemdtica disefiada a partir de los principios tedricos de las MEA
(Lesh et al., 2000), e implementada en el contexto de la COVID-19.
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En la actualidad, el desarrollo tecnolégico estd conduciendo a cambios fundamentales en los tipos
y niveles de comprensién y habilidades matemadticas que se necesitan para tener éxito mds alld de la
escuela, sobre todo cuando asistimos a una sociedad dominada por los datos, en donde es cada vez mds
necesaria la competencia del alumnado para interpretarlos. Sin embargo, ante esta realidad, parece ha-
ber pocos cambios en la naturaleza de los problemas que los ninos y las nifias contintan encontrando
en el plan de estudios de matemdticas (Lesh y Zawojewski, 2007; Trelles y Alsina, 2017). En este senti-
do, coincidimos con English (2010) en que los poderosos procesos matemdticos que se necesitan para
resolver los problemas actuales y del futuro, como construir, describir, explicar, predecir y representar,
junto con cuantificar, coordinar, organizar y transformar datos no estdn suficientemente presentes en
los problemas tradicionalmente entregados al alumnado.

Por esta razén, es cada vez mds necesario ofrecer problemas contextualizados, potencialmente signi-
ficativos y que verdaderamente desafien los procesos de pensamiento. En esta direccidn, consideramos
que las actividades planteadas al alumnado bajo el enfoque teérico de la modelizacién matemdtica,
desarrollada con datos auténticos, contribuyen a cubrir esta necesidad, y a mostrar al alumnado la
utilidad de las matemdticas en la sociedad, sobre todo en el nivel de educacién primaria, en donde la
implementacién de la modelizacién matemdtica es atin escasa.

Los resultados de nuestro estudio muestran que los siete alumnos participantes comprenden el pro-
blema y formulan sus propias estrategias de solucién; ademds, cuatro de ellos utilizan tecnologia para
representar los datos. En algunos casos emplean —aunque informalmente— conceptos de estadistica y
probabilidad que habitualmente no estdn presentes en el plan de estudios de estos niveles, como iden-
tificacién de valores atipicos, rango, intervalos de confianza y niimeros aleatorios. Se evidencia, por
tanto, que, de alguna forma, el trabajo con datos reales promueve que algunos alumnos sean capaces
de utilizarlos.

Los procesos de transnumeracién y matematizacién (Groth, 2015) se vieron reflejados, pues la
mayoria del alumnado participante —cinco de siete— emplea técnicas transnumerativas (Chick, 2004)
para interpretar mejor los datos, asi como procesos de matematizacion, siendo los alumnos que utilizan
técnicas mds complejas los que generan modelos que permiten aproximarse de mejor manera a lo que
ocurre en la realidad y, por tanto, a modelos mds eficaces.

Las inferencias informales, aunque en diferentes niveles, estuvieron presentes en la mayoria de los
modelos, y la capacidad del alumnado para realizarlas deberifa ser aprovechada por el profesorado a
través del disefio de actividades que fortalezcan estos procesos. Es de vital importancia que el alumnado
mds joven se involucre en la inferencia informal, aun cuando este aspecto sea desatendido en el plan
de estudios (Makar, 2016).

Los modelos elaborados muestran que todos los alumnos participantes son capaces de relacionar
aspectos extramatemadticos y cémo estos pueden incidir en los datos; de esta forma son capaces de ela-
borar conjeturas y suposiciones a partir de datos reales. En este sentido, la actividad de modelizacién
revel6 los conocimientos matemdticos y extramatemadticos utilizados por el alumnado para su solucién.

Otro elemento importante que hay que considerar es la eficacia de los modelos generados, a pesar
de que tanto el alumnado como el profesorado no tenian experiencia previa en actividades de este tipo.
Sin embargo, la gestién de la actividad por parte de las maestras con la orientacién del equipo investi-
gador fue un aspecto clave para la comprensién adecuada de la actividad por parte de los participantes.
Este tipo de actividades permite al alumnado observar la verdadera utilidad de las matemdticas y c6mo
estas nos sirven para comprender fenémenos, predecirlos y tomar decisiones. En este sentido, coinci-
dimos con el planteamiento de Mercado-Sdnchez (2020, p. 9), para quien la modelizacién matemdtica
es «una estrategia del razonamiento para traducir, interpretar de forma compacta y cuantitativa, el
comportamiento de nuestro universo, de la naturaleza, de la sociedad, de la economia y un intermi-
nable etcéterar.
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Asimismo, al realizar una correspondencia de los modelos obtenidos con el perfil académico de los
participantes, se observé que los modelos mds eficaces fueron generados por el alumnado que tiene
un rendimiento académico sobresaliente en la asignatura. Si bien el estudio no perseguia este objeti-
vo, a partir de este hallazgo planteamos la posibilidad de que actividades de este tipo, ademds de ser
propuestas a todo el alumnado, formen parte de programas especificos de enriquecimiento curricular
dirigidos al alumnado que tiene afinidad por las matemdticas. Por consiguiente, esta perspectiva puede
ser tratada en futuros estudios.

La principal limitacién del estudio ha sido la escasa participacién del alumnado al que se entregd
en un principio la actividad, asi como la ausencia del trabajo en grupo; a pesar de ello, encontramos
procesos interesantes de modelizacién entre el alumnado que la desarrollé. Otra limitacién surgida
es el no poder acceder a los razonamientos del alumnado que no quedan registrados en el papel pero
que tienen mucha importancia, elemento que debe considerarse para futuros estudios. Por tltimo,
durante todo el desarrollo de la actividad se insistié a los alumnos en el trabajo auténomo, y si bien
manifestaron que cumplieron con esta premisa y la constante realizacién de preguntas en el proceso
daba indicios de ello, las propias condiciones no permitian tener un control exhaustivo de este aspecto.

Finalmente, coincidimos con Gallart, Ferrando et al. (2015) y Gallart, Garcfa-Raffi et al. (2019) en
que las actividades de modelizacién constituyen actividades enriquecedoras para el alumnado, pero no
se debe descuidar que para obtener los resultados ptimos el profesorado debe formarse continuamen-
te e incorporar frecuentemente este tipo de actividades en su préctica docente. En futuros estudios, serd
necesario seguir analizando la implementacién de actividades de modelizacién en los primeros niveles
escolares, poniendo también especial atencién en el papel que juega el profesorado para implementar
y gestionar estas actividades, lo que posibilitard detectar posibles lagunas de conocimiento pedagdgi-
co, para, a partir de ellas, ofrecer orientaciones que permitan mejorar este tipo de pricticas, ya sea en
formato presencial o en linea.
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The aim of this study is to analyze a mathematical modeling task developed by sixth grade students of primary
education (11-12 years old). The task is based on a model-eliciting activity (MEA), designed by the research team
and implemented online during the period of confinement in Spain. Model-eliciting activities are characterized
by being non-traditional activities that, starting from a real situation, pose an open problem, challenging stu-
dents to build a model to solve it. In this sense, using real statistical data from Catalonia on COVID-19, students
had to predict how many infections and deaths there would be in a city on a given date.

Based on a multiple case study, the data have been studied based on a content analysis, carried out separately
by the authors, in order to identify, classify and categorize what was recorded in the models produced by stu-
dents. An inductive analysis has been applied in the initial identification of patterns and categories of responses;
specifically, several cycles of analysis were carried out on the proposed models. According to this, and in cor-
respondence with the theoretical foundation, the following categories were identified: a) data interpretation,
b) data organization and operation and ¢) informal inferences. The degree of agreement among the coders was
90 % and, where differences arose, they were reconciled through further analysis.

The results show: 1) although not all students develop a model, those who manage to develop one use in-
tuitive concepts of statistics and probability that go beyond the regular curriculum, such as: identification of
outliers, range, confidence intervals, and random numbers; 2) students who propose a model understand data as
numbers within a context, as well as considering extra-mathematical aspects and how they can have an impact
on their approaches; and 3) the models generated also show that students are aware of the uncertainty in their
predictions, even showing the use of non-deterministic language. Additionally, most students who generated a
model used transnumerative techniques to better interpret the data, together with mathematization processes.
Thus, students who used more complex techniques generated models that allow them to better approach what
happens in reality, and therefore more efficient models. Informal inferences, although at different levels, were
present in most models, therefore we consider that the students’ ability to make them should be considered by
teachers through the design of activities that strengthen these processes. Consequently, we consider that this type
of activities allows students to observe the true usefulness of mathematics and how it helps us to understand
phenomena, predict them and make decisions.
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