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RESUMEN e Presentamos momentos del aprendizaje de la equidistancia de ninos de 10 afos, al ex-
perimentar la variacién de elementos de figuras geométricas. La intervencién se realizé en una escuela
publica de la Ciudad de México en tres sesiones de 90 minutos cada una. Ellos usaron por primera
vez un programa de geometria dindmica para construir y explorar propiedades invariantes de circun-
ferencias, tridngulos isésceles y equildteros. Los resultados, fundamentados en la teorfa de la variacién,
muestran que la experimentacién realizada fue significativa para conceptualizar la equidistancia, en
contraste con la colinealidad y la congruencia, al resolver problemas de geometria.
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ABSTRACT * We present 10 year-old children’s learning moments on equidistance, that occur when
experiencing the variation of elements in geometric figures. The intervention was carried out in a
public school in Mexico City in three 90-minute sessions. Children used for the first time a dynamic
geometry program to construct and explore invariant properties of circumferences, isosceles and equi-
lateral triangles. The results, based on the theory of variation, show that the experience was significant
for conceptualizing equidistance, in contrast to collinearity and congruence, when solving geometry
problems.

KEYWORDS: Learning of geometry; Equidistance conceptualization; Theory of variation; Primary
School; Dynamic geometry.
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INTRODUCCION

La geometria, vista como el estudio de patrones espaciales en los que se involucran formas, tamafios
relativos, localizaciones y estructuras, es una herramienta poderosa para resolver problemas. Su en-
seflanza, en cualquier nivel educativo, deberfa promover la construccién significativa de conceptos,
relaciones y propiedades geométricas, asi como fomentar el uso de estos en la exploracién empirica,
la formulacién de conjeturas y la argumentacién (Jones, 2002; Sarama y Clements, 2009; Owens y
Outhred, 20006). Estas expectativas son senaladas en documentos que trazan orientaciones curricula-
res en diversos paises, como en México (Secretaria de Educacién Publica, 2011, 2017) y Colombia
(Ministerio de Educacién Nacional, 2006). Adicionalmente, autores como Aravena, Gutiérrez y Jaime
(2016) remarcan la necesidad de hacer cambios en la ensenanza de la geometria, desde los primeros
grados escolares, a través de metodologias que involucren la resolucién de problemas.

Tres relaciones geométricas, que conviene introducir desde los primeros grados de educacién bdsica,
son la equidistancia, la colinealidad y la congruencia. Estas son importantes para caracterizar geométri-
camente formas, tamanos relativos, ubicaciones y movimientos, as{ como para reconocer regularidades
en diversas figuras y en transformaciones geométricas. Samara y Clements (2009) senalan que, si bien
estas relaciones se van construyendo intuitivamente desde temprana edad, se requiere investigar con
detalle cémo impulsar su conceptualizacién en la escuela primaria.

En la revisién hecha por Mulligan y Vergnaud (2006), sobre el desarrollo matematico de los nifios,
no se reportan investigaciones relacionadas con el aprendizaje de la equidistancia en educaciéon prima-
ria. Tampoco en los dos documentos donde se revisan investigaciones publicadas en actas del PME!
(desde 1996 hasta 2015) sobre el aprendizaje de la geometria y la medida (Owens y Outhred, 2006;
Jones y Tzekaki, 2016). En Sinclair et al. (2016), los reportes investigativos se centran principalmente
en el desarrollo del sentido espacial global, el reconocimiento de formas bidimensionales y tridimen-
sionales, el papel del dibujo en la construccién de significados de figuras, relaciones y transformaciones
geométricas y la caracterizacién de niveles de razonamiento; pero no se documentan estudios sobre la
relacion geométrica de la que se ocupa nuestra investigacion.

Identificamos entonces un drea investigativa ain no suficientemente explorada, que se ocupe de es-
tudiar la construccién del significado de la equidistancia en contraste y separacién con otras relaciones
como la colinealidad y la congruencia y de buscar formas para que los estudiantes las diferencien, pero
también las relacionen. Nos preguntamos entonces ;qué experiencias de aprendizaje se constituyen en
una oportunidad para que nifos de primaria avancen en la construccién significativa de la equidistan-
cia?

En busca de una respuesta, vemos promisorio el uso de programas de geometria dindmica en el
diseno de tareas para el aula que promuevan el estudio de relaciones geométricas de manera dindmica.
Programas como GeoGebra o Cabri estimulan la exploracién de representaciones geométricas cuya
apariencia visual puede ser modificada a voluntad para centrar la atencién en propiedades que perma-
necen invariantes. Asi, el estudio de la geometria se redimensiona para ir mds alld del reconocimiento
perceptual-visual global, acercamiento usual en la educacién primaria, y avanzar hacia la externaliza-
cién gréfica de diferentes atributos que cambian y de aquellos que permanecen invariantes y determi-
nan figuras geométricas (Healy, 2000; Mariotti, 2000). El ambiente dindmico estimula el transito del
universo empirico de las formas hacia el universo del conocimiento geométrico, que esperamos que
nuestros estudiantes alcancen al finalizar la educacién bdsica (Sandoval, 2009).

En este articulo reportamos hallazgos de una experiencia educativa e investigativa, llevada a cabo
con estudiantes que iniciaban su tltimo afo escolar de educacién primaria en una zona periférica y

1. Por sus siglas en inglés de Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education.
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de alta marginacién de la Ciudad de México. Trabajamos con ellos cuatro problemas de geometria, al
tiempo que los ensenamos en el uso del programa Cabri. Nuestra intencién didéctica era propiciar su
avance en producir enunciados que explicitaran relaciones de dependencia relativas a hechos geomé-
tricos, a partir de la evidencia obtenida por exploracién empirica, y explicar el asunto que plantea el
enunciado proponiendo inferencias, mds alld de la experiencia directa.

Para el andlisis elegimos la teorfa de la variacién (Leung, 2003, 2008; Lo, 2012), dado su potencial
para analizar el aprendizaje en contextos dindmicos. Mostramos los patrones de variacién experimen-
tados por los nifios, que les permitieron discernir la relacién de equidistancia entre puntos que perte-
necen a circunferencias o a tridngulos, en contraste con la colinealidad de puntos y la congruencia de
segmentos. Adicionalmente, dado que las situaciones de ensenanza que estimulan la interaccién entre
profesor y estudiantes tienen una gran influencia en lo que aprenden (Pang, Bao y Ki, 2017), en el
andlisis sefalamos aspectos de la gestién del profesor que impulsaron o limitaron el discernimiento por
parte de los estudiantes. En un articulo previo (Camargo y Sandoval, 2017), dimos cuenta de las fases
por las que pasaron los ninos en la resolucién de dos de los problemas propuestos en esta experiencia,
teniendo en cuenta la propuesta de Marton, Runesson y Tsui (2004) y Leung (2003, 2008).

UN ACERCAMIENTO AL APRENDIZAJE DE LA GEOMETRIA A TRAVES DE
PATRONES DE VARIACION

Como lo plantean Jones y Herbst (2012), hay diferentes rangos de teorfas en educacién matemdti-
ca. La teoria de la variacién forma parte de aquellas que estdn centradas en la interaccién profesor-
estudiante. Surge al unir dos propuestas, una oriental (elaborada por Gu en China) y una occidental
(desarrollada por Marton y sus colegas en Suecia). Esta ha mostrado ser efectiva para promover en los
estudiantes el aprendizaje de las matemadticas en diferentes contextos (Gu, Huang y Marton, 2004).
En la actualidad hay un creciente interés en la comunidad de investigadores por usarla y discutirla (por
ejemplo, Lo, 2012; Jones y Herbst, 2012; Huang, Barlow y Prince, 2016; Huang y Li, 2017), asi como
para refinar algunos de sus elementos y ampliarla a otros contextos, como por ejemplo con el uso de
artefactos tecnoldgicos (Leung, 2003, 2008).

Segiin la teorfa de la variacidn, el aprendizaje de un objeto de conocimiento se favorece cuando se
experimentan cambios al explorar representaciones variadas y dindmicas de este. Las formas de conce-
bir una entidad se relacionan con aquellos de sus aspectos criticos en los que es indispensable enfocarse.
Como senala Lo (2012), es tarea del profesor promover oportunidades para experimentar la variacion
y evaluar el aprendizaje a partir del rastreo de cambios en la forma de concebir la entidad a lo largo de
un proceso.

En educacién matemdtica nos referimos a la construccién de significado de objetos y relaciones
matemdticas por medio de la identificacién de sus propiedades invariantes. Estas son detectadas al
experimentar, mental o fisicamente, variaciones en representaciones dindmicas de estos (Leung, 2003,
2008). Este proceso es denominado discernimiento. Las propiedades matemdticas deben discernirse, es
decir, ser foco de atencién, identificacién y diferenciacién, en situaciones de variacién, para construir
su significado.

En Camargo y Sandoval (2017) sefialamos tres presupuestos centrales de la teoria de la variacion
acerca del aprendizaje. Uno, el discernimiento de una propiedad estd relacionado con la riqueza y
diversidad de experiencias de variacién experimentadas por quien aprende, donde tal propiedad se
reconoce como una cualidad invariante. Dos, no basta reconocer la invariancia de una propiedad en
representaciones que la poseen; es necesario identificar tal propiedad como una dimensién de varia-
cidn, es decir, susceptible de adoptar diversos valores en otras entidades o situaciones. Tres, no basta
con ser informado sobre las propiedades de una entidad para construir su significado; es necesario ex-
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perimentar personalmente los posibles valores que puede tener una dimensién de variacién, identificar
en cudles el valor es siempre el mismo y reconocerlo como un invariante.

Hay diversas maneras de experimentar la variacién para identificar cualidades invariantes, es decir,
propiedades. En la teoria de la variacidn se identifican cuatro patrones de variacién.

Contraste: Este patrén sucede cuando una experiencia de variacién permite distinguir entidades o
situaciones que tienen una propiedad de interés de otras que no la tienen. Es decir, un valor de la cuali-
dad comienza a notarse porque se compara con otros valores que adopta la cualidad en otras entidades
o situaciones. En ese sentido, el aprendiz reconoce que hay al menos dos valores de la cualidad (Lo,
2012; Marton et al., 2004; Marton y Pang, 2009). Por ejemplo, al explorar representaciones de tres
puntos, colineales o no, y en los que se varia a propésito la posicién entre ellos, los estudiantes pueden
comenzar a discernir la equidistancia entre pares de puntos, diferencidndola de la colinealidad. Para
construir el significado de equidistancia la atencién se enfoca en diferenciar pares de puntos que estin
a la misma distancia de aquellos que no, estén o no alineados (véase tabla 1).

Tabla 1.

Ejemplo de patrén de contraste

Valores de la cualidad Patrén de contraste Propiedad esencial por discernir

Dados dos puntos cuya distancia es | Dos puntos son equidistantes a un ter- | Hay pares de puntos que son
a, hay pares de puntos que pueden | cero y también estdn alineados con este. | equidistantes y no necesaria-
estar a la misma distancia @ (son | Dos puntos son equidistantes a un terce- | mente colineales.

equidistantes) y hay pares de puntos | ro y no estdn alineados con este.

que no estdn a la misma distancia # | Dos puntos no son equidistantes a un

(no son equidistantes). tercero y son colineales con este.

Separacién: Este patrén tiene dos interpretaciones:

— Una, cuando la experiencia de variacién permite identificar una cualidad invariante en diversas
representaciones de una misma entidad o situacién, donde otras cualidades varian (Lo, 2012).
La cualidad asi discernida se ve como independiente de otras cualidades del objeto, se separa
de estas. Por ejemplo, al experimentar con diversas representaciones de tridngulos isosceles es
posible que los estudiantes identifiquen la equidistancia entre dos pares de vértices como una
propiedad de tales tridngulos, sin importar las longitudes especificas de los lados o la medida de
dngulos interjores.

— Dos, cuando la experiencia de variacién permite identificar una cualidad invariante en diversas
entidades o situaciones (Leung, 2015). La cualidad asi discernida se separa de las entidades o
circunstancias donde se experimenté para convertirse en un objeto, en si misma, y usarse como
relacion para resolver problemas. Por ejemplo, los estudiantes pueden identificar la equidistan-
cia entre pares de vértices en tridngulos isdsceles o equildteros, en pares de extremos de radios
de una circunferencia o de circunferencias congruentes, etc. Asi, la equidistancia no es «propia»
de una sola entidad, se separa de esta y surge como una relacién «equidistancia entre» pares de
puntos (véase tabla 2).
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Tabla 2.
Ejemplo de patrén de separacién
Valores de la cualidad Patron de separacion Prop iﬂ{ﬂ% exer]lcial
por discernir

Dados dos puntos cuya distancia es | En los tridngulos isésceles hay dos pares de vértices equi- | La equidistancia es una
a, hay pares de puntos que pueden es- | distantes, sin importar las medidas de los lados y de los | relacién entre pares de
tar a la misma distancia 2 (son equi- | dngulos. puntos en los que se
distantes) y hay pares de puntos que conserva la misma dis-
no estdn a la misma distancia 2 (no

En los tridngulos equildteros cualquier par de vértices

equidista de los otros dos pares de vértices. tancia.

son equidistantes). - -
En una circunferencia, un punto de esta y el centro son

equidistantes de cualquier otro de sus puntos y el centro.

Generalizacion: Este patron sucede cuando una propiedad se identifica como cualidad invariante y
necesaria en una entidad o situacién en las que otras cualidades varfan y se la reconoce como distintiva
o determinante de la entidad o situacién. Por ejemplo, al representar circunferencias en las que se varia
a propésito su apariencia, cambiando el tamafo o la posicién del centro, se discierne que no puede
haber alguna donde existan puntos no equidistantes del centro (véase tabla 3).

Tabla 3.

Ejemplo de patrén de generalizacién

Valores de la cualidad Patrén de generalizacion Propiedad esencial para discernir

Dados dos puntos cuya distancia es @, hay pares | No es posible que una circunferen- | En cualquier circunferencia, todos
de puntos que pueden estar a la misma distan- | cia tenga algunos puntos que no | los puntos equidistan del centro.
cia & (son equidistantes) y hay pares de puntos | equidisten del centro.
que no estdn a la misma distancia 2 (no son
equidistantes).

Fusién: Este patrén sucede cuando se articulan dos o mds propiedades, aprecidndolas simultdnea-
mente en diferentes entidades o situaciones al enfocar la atencién en ellas, después de haberlas genera-
lizado por separado. Por ejemplo, al experimentar la variacién de la longitud (cualidad que varia) de ra-
dios de una circunferencia, se puede enfocar la atencién primero en la congruencia entre pares de radios
(cualidad que no varifa) y luego en la distancia del centro a cualquier punto de la circunferencia (cualidad
que no varia). La fusion sucede cuando se identifica la indisolubilidad de las dos cualidades invariantes:
congruencia de radios y equidistancia de los puntos de la circunferencia al centro de esta (véase tabla 4).

Tabla 4.

Ejemplo de patrén de fusién

Cualidad 1 invariante Cualidad 2 invariante Cualidades indisolubles invariantes

Congruencia de los radios | Equidistancia de los puntos de | Relacion entre la congruencia de los radios y la equidistan-
de una circunferencia. la circunferencia al centro. cia entre los puntos de la circunferencia y el centro.

Las experiencias de variacién conducen entonces a discernir cualidades como propiedades invarian-
tes. Cuando se discierne mds de una propiedad se hace referencia a la simultaneidad en la identifica-
cién de cualidades esenciales del objeto, lo cual contribuye de manera contundente a la construccién
de significados de este.
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ASPECTOS METODOLOGICOS?

Nuestro objetivo de investigacion es dar cuenta de experiencias de aprendizaje que son oportunidades
para que nifios de dltimo grado de Educacién Primaria avancen en la construccién significativa de
la relacién de equidistancia. Para ello realizamos un experimento de enserianza (Steffe y Thompson,
2000) en tres sesiones de clase, cada una de 90 minutos, al comienzo del ciclo escolar 2015-2016. Los
participantes fueron 25 nifios de 10 anos, un grupo completo de una escuela publica, a quienes selec-
cionamos por el interés de su maestra en apoyar procesos investigativos. Ellos trabajaron en parejas o
trios, utilizando el programa Cabri. Aunque no tenfan experiencia previa con geometria dindmica, s
estaban familiarizados con acciones de mover objetos en tabletas.?

Organizamos las tareas en una secuencia de cuatro problemas cuya meta final preveia dos aprendi-
zajes, uno vinculado al proceso de construccién y otro a la argumentacién, a través de la explicacién
(«por qué»). Los ninos debian lograr construir un tridngulo equildtero en Cabri, cuyos lados perma-
necieran congruentes, aunque la representacion sufriera variaciones debidas al arrastre de los vértices.
También debian explicar la congruencia entre los lados del tridngulo, apoydndose en construcciones
auxiliares de circunferencias. Concebimos entonces una secuencia en la que los estudiantes tuvieran
la oportunidad de explorar la relacién de equidistancia en diversos objetos, sin proporcionarles proce-
dimientos convencionales de construccién. En este sentido, los problemas se consideran como tareas
para «hacer matemdticas» (Huang, Barlow y Prince, 2016). Para discernir la equidistancia ellos debian
contrastarla y separarla de otras relaciones geométricas como la colinealidad, la interestancia® y la con-
gruencia.

A medida que los nifos aprendian a usar Cabri, esperdbamos que consideraran la circunferencia
como una opcidn para construir, verificar y justificar equidistancias entre puntos y congruencia entre
segmentos. La gestién de la profesora debia enfocarse en apoyar la bisqueda de opciones de cons-
truccidn e incentivar argumentos basados en cualidades invariantes y no en la percepcién visual o los
valores especificos de medidas.

En la tabla 5 presentamos los problemas, asi como las intenciones diddcticas relacionadas con la
relacion de equidistancia.

2. El acercamiento metodolégico de la investigacion es el mismo al presentado en Camargo y Sandoval (2017), por lo que
este apartado es similar.

3. Debido a su participacién en el Programa de Inclusién y Alfabetizacién Digital (PIAD). Para mayor informacién, con-
stltese: https://www.gob.mx/mexicodigital/articulos/programa-de-inclusion-y-alfabetizacion-digital-piad.

4. La interestancia es la relacién «estar entre» y se define asi: El punto C estd entre A y B, si se cumplen dos condiciones: 7)
A, By C son colineales, y 7i) la suma de las distancias de A a Cy de C a B es igual a la distancia de A a B (Samper, Molina y
Echeverry, 2013).
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Tabla 5.

Enunciados de los problemas e intenciones did4cticas

Enunciado del problema Intenciones diddcticas

P1. Determinar varios puntos que estén a la misma dis- | Discernir que la relacién de equidistancia se da entre pares
tancia de un punto dado A. Identificar en qué objeto | de puntos y que la equidistancia al centro es propiedad de los
geométrico se encuentran todos los puntos que estdn | puntos de una circunferencia.

a la misma distancia de A. Diferenciar la colinealidad y la equidistancia entre puntos.

P2.1. Encontrar una propiedad comin a todos los radios | Comparar la equidistancia entre los puntos de circunferencia
de una circunferencia. y el centro y la congruencia de los radios determinados por
€sos puntos.

P2.2. Encontrar qué figura describe el extremo de un seg-
mento (sin variar su longitud)® cuando este gira alre-
dedor del otro extremo fijo.

P3. Construir un tridngulo isésceles, describir el proceso | Construir, verificar y justificar la equidistancia entre pares de
de construccién y justificar por qué es isdsceles. puntos y la congruencia de segmentos en el tridngulo isésceles.

P4. Construir un tridngulo equildtero, describir el proceso | Establecer relaciones de equidistancia entre pares de puntos,
de construccién y justificar por qué es equildtero. extremos de radios, de circunferencias congruentes.

En didlogos previos sostenidos con los estudiantes detectamos que reconocian perceptualmente cir-
cunferencias, radios, tridngulos y tridngulos isésceles y recordaban la clasificacion de tridngulos segiin
sus lados. En el libro de texto gratuito para quinto grado Desafios matemdticos (SEP, 2013) identifica-
mos lecciones en las que se exploran relaciones de equidistancia y congruencia en diversos contextos
y problemas. Los conocimientos sobre la circunferencia se enuncian, en el curriculo oficial, como
«Distincién entre circulo y circunferencia; su definicién y diversas formas de trazo. Identificacién de
algunos elementos importantes como radio, didmetro y centro» (SEB, 2013, p. 80). Sin embargo, los
nifios con quienes trabajamos no recordaban experiencias de esa naturaleza.

La maestra titular fue invitada a participar, pero optd solo por observar el proceso. Una de las in-
vestigadoras actué como profesora y la otra investigadora accioné dos cdmaras de video e interactud
con algunos estudiantes, en calidad de «otra profesora». También llevé un diario de anotaciones con
sus observaciones sobre el trabajo de los estudiantes. Al terminar cada sesién o al inicio de la siguiente,
se hizo una puesta en comin, para destacar aspectos centrales.

Empleamos los registros de video para transcribir las interacciones de las profesoras con algtin nifio
o grupos de nifios, asi como las puestas en comun, en cada una de las tres sesiones de clase. Comple-
mentamos las transcripciones con observaciones hechas por las investigadoras y con 12 producciones
escritas en las que los estudiantes, en grupo, presentaron un informe de cada problema.

Realizamos varias lecturas analiticas a las transcripciones, en busca de la identificacién de experien-
cias de los ninos relacionadas con los patrones de variacién que apuntaban a discernir la equidistancia
diferencidndola de la colinealidad o de la congruencia. En ese sentido, empleamos la teoria de la varia-
cién como herramienta analitica. Las categorias de andlisis corresponden a los patrones de contraste,
separacién, generalizacién y fusién, definidos como se propone en el marco tedrico.

5. Lalongitud se escoge libremente, pero luego se trata de que no varie.
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ANALISIS DE POSIBLES PATRONES DE VARIACION ASOCIADOS
A LA EQUIDISTANCIA

El anilisis nos permite evidenciar que los estudiantes experimentan los patrones de variacion, re-
lacionados con la equidistancia de pares de puntos, contraste y generalizacién. Sobre la separacién
y la fusién, tenemos dudas de que los hayan experimentado. Para organizar el reporte del andlisis,
identificamos y describimos experiencias de variacién que nos permiten observar el aprendizaje de la
equidistancia en contraste y separada de la colinealidad o la congruencia.

Misma distancia-diferente distancia: patrén de contraste y dificultad para experimentar
la separacién

Al resolver el problema P1 los estudiantes deben discernir la «<misma distancia a un punto» en el mo-
mento de localizar diez puntos equidistantes a uno dado. Ellos deben establecer que otras relaciones,
como la colinealidad, no son determinantes de la relacién de equidistancia. En la tabla 6 presentamos
acciones de los estudiantes que, desde nuestro punto de vista, son indicadores de experimentacién del
contraste «misma distancia- diferente distancian.

Tabla 6.

Ejemplos de patrén contraste hacia la equidistancia de pares de puntos

Acciones de estudiantes (con apoyo de la profesora) Experiencia de variacion

Después de ubicar 10 puntos en la pantalla y nombrarlos de la 4 a la /, | Primeros pasos en el discernimiento de la re-
Samanta y Gustavo arrastran los puntos, variando sus posiciones hasta | lacién de equidistancia a través del contraste
obtener la siguiente configuracién: «misma distancia-diferente distancia.

A CDEFGH
A BCDEFGH IJ o

Javier arrastra los puntos hasta lograr la siguiente configuracion: Dificultades en separar la equidistancia de la
. colinealidad por considerar una posicién pro-
Cc . RT
C . totipo, en este caso, verticalidad.
AEH 1
B D E G

La profesora le pide que ubique D a la misma distancia de A que B. Javier
arrastra el punto D'y lo coloca superpuesto sobre C.

Configuracién de Benjamin. Contraste entre «misma distancia-diferente
distancia» entre pares de puntos, pero no to-
D H G dos ellos respecto al punto A.
B A J
E c F

La atencién de los estudiantes estd puesta en lograr establecer la misma distancia entre pares de dos
puntos, pero no necesariamente incluyendo el punto A. Al no haber separado la equidistancia de la
colinealidad, las configuraciones mantienen interestancias no pedidas.
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Para apoyar el discernimiento de la relacién de equidistancia, la profesora les pide comparar distan-
cias buscando la identificacién del contraste «<misma distancia» y «diferente distancia». Ellos perciben
visualmente cudndo tienen éxito y cudndo no.

Misma distancia a un punto fijo-diferente distancia a un punto fijo: patrén de contraste y
posibles indicios de separacién de la colinealidad

Los estudiantes exploran configuraciones de puntos en donde se verifique el valor «misma distancia
a un punto fijo A» en contraste con el valor «diferente distancia al punto fijo A». Este contraste les
permite relacionar la propiedad de equidistancia a un punto fijo con la forma aparente de una «circun-
ferencia, a nivel perceptivo visual, estdtico (vdlido para un Gnico caso) y discreto (con diez puntos)
(véase tabla 7).

Tabla 7.

Relacién entre equidistancia y circunferencia. Primeros acercamientos

Acciones de estudiantes (con apoyo de la profesora) Experiencia de variacion

La profesora arrastra el punto A hasta un lugar céntrico en la pantalla | Contraste entre «misma-diferente distancia a
y les pide ubicar los puntos hasta que queden «a la misma distancia del | un punto fijo» a través de una comparacién
punto».® Javier ubica los puntos y sesiala con el dedo cudles estdn a la misma | perceptiva.

distancia de A y cudles no.

. Heo© Discernimiento de la equidistancia separindola
¢ JH L £- ‘b de la colinealidad.
E A D | —> A
. | e
B G F B

En la interaccién con la profesora, Javier percibe que la figura que se
forma es «una circunferencia».

La profesora invita a los nifios a distribuirse por el salén: «Vamos a ima- | Conzraste entre «misma-diferente distancia» a
ginarnos que todos ustedes son puntos [...] Cada uno de ustedes estd | un punto fijo.

ocupando un lugar en el suelo, que es como la pantalla del computador.
Ahora vamos a escoger un punto, lo vamos a llamar centro. Eric es el
punto A [...] lo voy a poner acd. Y a Guadalupe la voy a poner acd.
Cuando yo diga jyal, todos se tienen que poner a la misma distancia que estd
Guadalupe de Eric».

Estefanfa: «que estén a la misma distancia».

La estrategia de la profesora, al sugerir ubicar al punto A en otro lugar de la pantalla y pedirles
«fijarse» en este punto al ubicar los demds, es una oportunidad para que los estudiantes comiencen
a separar la equidistancia de la colinealidad. Por eso rompen con configuraciones rectilineas, logran
experimentar el contraste «misma distancia a A-diferente distancia a A» y obtienen una configuracién
curva que les evoca una circunferencia. Ella refuerza la experiencia de contraste con una modelacién
activa de la situacién, en la que los nifos representan puntos.

6. Usamos las comillas para indicar las expresiones textuales mencionadas en la interaccién entre estudiantes y con la pro-
fesora; ponemos en cursiva aquellas expresiones que dan evidencia de patrones de variacién.
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Misma distancia entre dos puntos-misma longitud del segmento que los contiene como
extremos. Patrén de contraste

Para resolver el problema P2-1 los nifios construyen circunferencias, primero intentando que los pun-
tos ubicados a «la misma distancia de A» queden perceptualmente contenidos en ella y, posteriormen-
te, mediante una construccién robusta (Healy, 2000), en la que primero hacen la circunferencia y
luego determinan varios puntos en ella. También, por sugerencia de la profesora, trazan los segmentos
del centro a cada punto determinado.

Tabla 8.
Experiencia que relaciona la equidistancia y la congruencia

Acciones de estudiantes (con apoyo de la profesora) Experiencia de variacion

En un grupo, los nifios han construido una circunferencia y sus radios. Contraste misma distancia entre
dos puntos-diferente distancia
entre dos puntos.

‘ B Dificultad para separar la
J equidistancia entre pares de
—>

puntos y la congruencia de
los segmentos cuyos pares son
los extremos en una misma

D circunferencia.

Profesora: «Miren los radios a ver si ven una caracteristica comtin a todos».

Javier: [Después de explorar la construccidn]: «La distancia de un punto a otro punto».
Profesora: «;En qué se parecen todos estos puntos? ;Qué tienen igual?».

Javier: «Que miden lo mismo».

Dénovan: «Que todos ellos estdn a la misma medida».

Como se evidencia en el intercambio (véase tabla 8), la construccién del significado de circun-
ferencia se promueve al pedir a los nifios ubicar puntos equidistantes a uno dado y construir radios
para observar si estos tienen una propiedad comun. En esta experiencia, quizds podria suponerse que
los estudiantes experimentan fusidn entre las propiedades de equidistancia entre pares de puntos y
congruencia de los segmentos cuyos pares son los extremos. Sin embargo, al no haber separado las dos
propiedades, los estudiantes experimentan una «confusién», pues no distinguen cudndo se habla de
equidistancia y cudndo de congruencia o «misma medida». La confusién es notoria en la respuesta de
Dénovan. Como experiencia de variacién que buscaba el contraste relacionado con cada propiedad,
quizds fue prematuro pretender que los estudiantes relacionaran las dos propiedades.

Acercar/alejar dos puntos-achicar/alargar el segmento que los contiene como extremos:
patrén de contraste

En el proceso de resolucién del problema P2-2, los nifios experimentan con un segmento AB buscan-
do que, al mover uno de los extremos, mantenga invariante su longitud, a fin de garantizar la misma
distancia de A a B. Los estudiantes usan la «traza» dejada por B.
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Tabla 9.

Para lograr congruencia entre segmentos procuran equidistancia entre sus extremos

Acciones de los estudiantes (con apoyo de la profesora) Experiencia de variacion

Profesora: «Van a mover a A tratando de que lz medida (del segmento) siempre sea igual. Traten de | Contraste «misma

que se quede igual, no importa que se cambie un poquitico. ;Qué se tiene que formar?». distancia-diferente
distancia» entre los
extremos del segmento

AB.

Contraste entre «misma
longitud y diferente
longitud de los

SCngHtOS».

Leonardo: «Un circulo».
Teresa: «Un circulo. Porque [el segmento] es ¢/ radio de la circunferencian.

Una primera exploracién centra la atencién de los estudiantes en comparar situaciones en las que
los extremos de un segmento (cuya longitud no es fija) permanecen a la misma distancia, mientras el
segmento cambia de posicién, de aquellas en las que los extremos «se alejan» o «se acercan» (tabla 9).
El patrén de contraste se experimenta ligado a un objeto geométrico: el segmento.

Cuando los estudiantes usan la opcién «medida», se visibiliza la longitud del segmento, cuya posi-
cién varia al mover a B. Los nifios tienen la oportunidad de experimentar el contraste entre la misma
medida y diferente medida. La atencién selectiva a la distancia de los extremos o a la longitud del
segmento podria llevar a experimentar el patrén de separacidn, pero los términos con los que los nifios
se expresan nos hacen dificil determinar si realmente experimentan aqui tal separacién. En caso de
lograrlo, esta oportunidad de contraste les permitiria, eventualmente, experimentar el patrén de fusién
al relacionar la distancia entre 4 y B con cambios en la medida del segmento AB. Ellos ilustran las
relaciones con movimientos de los extremos en la pantalla y expresiones como: «cuando se alarga [B
se aleja de A], la cantidad [longitud del segmento] se hace més grande y cuando se achica [B se acerca
a A], la medida se hace menor» (Sandra); «se hace mds grande [si B se aleja de A] y mds chiquito [si B
se acerca a A]» (Javier); «cuando lo arrastrdbamos se hacfa mds grande o si lo corrfamos hacia el otro
punto se hacia mds chica [la medida]» (Ariel). Sin embargo, no tenemos manera de confirmar que
experimentan fusidn, al no tener evidencias contundentes de separacion.

Misma distancia entre puntos-congruencia de radios. Patrones de contraste y generalizacién

La profesora propone representar la situacién trabajada en P2-2 promoviendo la oportunidad de ex-
perimentar la variacién con el uso del cuerpo (tabla 10). La atencién estd en discernir que los radios
de una circunferencia son congruentes y que la distancia de los puntos de la circunferencia al centro
es igual. Los ninos que representan los radios deberdn tener el «mismo tamano». Sus pies estdn en el
centro de la circunferencia y coinciden, mientras que sus cabezas estdn sobre una circunferencia ima-
ginaria. Asi, ellos contrastan «<mismo tamafo-diferente tamafo» respecto a la estatura de Dénovan, que
representa a un segmento dado.
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Tabla 10.

Patrén de contraste e indicios de generalizacién

Acciones de estudiantes o de la profesora Experiencia de variacion

Profesora: «Ahora vamos a representar con tres nifios, unos radios. [Varios nifos levantan | Contraste misma longitud-
la mano]. Dénovan, representa un radio. Pero tienes que ponerte en el piso porque un | distinta longitud de los radios
extremo estd en el centro y el otro estd alld donde estd Benjamin. Para representar otro | de una circunferencia.

radio de esta circunferencia, jservirdn Uriel, Ariel o Benjamin? ;Qué caracteristica tienen
que tener?». Indicios de generalizacion.
Teresa: «Todos tienen que ser del mismo tamario».

Estefania: «Porque si no quedan uno mds grande y uno mds pequeno.

Profesora: «;Por qué tienen que ser del mismo tamario?».

Benjamin: «Porque harfan una circunferencia».

Profesora: «Los radios son segmentos que tiene extremos. Y que tienen longitud [...] y todas
las longitudes son iguales. Pero si quitamos los radios, ;cudl es la caracteristica de los puntos
de la circunferencia?».

Dénovan: «Siempre estdn a la misma distanciay.

Estefanfa: «Qué estdn todos a la misma distancia».

En las interacciones entre los estudiantes identificamos expresiones de los nifios como «todos» y
«siempre», para establecer la relacién de equidistancia, que informan del trdnsito en la conceptuali-
zacion de la relacién de equidistancia desde una percepcién visual a la conservacién del valor de la
distancia. Interpretamos algunos indicios del patrén de generalizacién en ejemplos de sus expresiones.

Para brindar la oportunidad de favorecer el discernimiento de la conceptualizacién de la circunfe-
rencia como lugar geométrico, también es necesario variar el tamafo de esta sin cambiar el centro, o
variar la ubicacién del centro (mediante traslacion). Esta experiencia fue realizada por los nifos en la
actividad de construccién de tridngulos isésceles y equildteros.

Equidistancia separada de la congruencia, pero relacionadas: conservacién de una medida
sin un valor numérico especifico. Patrén de separacién

Para resolver el problema P4, es necesario establecer relaciones de congruencia entre tres radios y entre,
al menos, dos circunferencias, tanto en la construccién como al justificar la relacién de igualdad entre
los lados.

La intervenci6n de la profesora permiti6 a los estudiantes centrar la atencién en pares de radios, a
través del uso de la herramienta «Ocultar/mostrar» figuras, asi como con el cambio de colores de los
trazos, a fin de resaltar los «radios» que hay que comparar (sin conocer el valor numérico de la longi-
tud). Esta accién diddctica generé la oportunidad de que algunos nifios identificaran la congruencia
entre pares de radios de una circunferencia, y entre pares de circunferencias congruentes con un radio
en comdn. Esto es, usar relaciones geométricas para validar sus construcciones (tabla 11).
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Tabla 11.

Contraste al validar la construccién de un tridngulo equildtero

Acciones de estudiantes o de la profesora Experiencia de variacion

La profesora enfoca la atencién en la relacién de dos radios, «[pasa el dedo indice por dos | Separacién de la

lados del tridngulo]. Este lado y este lado, sson iguales». equidistancia respecto a la
Javier: «Si, porque ambos estdn entre la misma distancia de un circulo. [Sefala los radios | congruencia.

de una circunferencia] Este y este».
Rodrigo: «Y si pusiéramos el otro circulo [sefiala los radios de la otra circunferencia] serfa | Indicios de fusidn entre la
este y este. equidistancia de vértices de
un tridngulo equildtero y la
congruencia de los lados.

Indicios de generalizacion de
la congruencia de los lados
de un tridngulo equildtero.

Benjamin explica por qué es un tridngulo equildtero: «Porque todos sus lados son iguales.
[Mientras habla, arrastra una de las circunferencias]. Este vértice estd entre esta circunfe-
rencia y esta circunferencia; este [radio] igual y este [radio] igual. Y como las circunferen-
cias son del mismo tamario tienen la misma distancia».

Los estudiantes intentan valerse de la equidistancia de los extremos de los radios de circunferencias
congruentes para justificar que los lados del tridngulo equildtero son congruentes. Aunque sin usar un
lenguaje muy preciso, hacen referencia a la equidistancia entre puntos para justificar la congruencia
entre lados. Desde nuestro punto de vista, parece que han comenzado a separar la equidistancia de
la congruencia. Ademds, parece haber indicios de generalizacion, sobre todo en las explicaciones de
Benjamin y de fusidn al establecer la mutua dependencia entre la equidistancia entre puntos y la con-
gruencia de segmentos, en la construccién hecha.

Un aspecto importante en el proceso de discernir la equidistancia en contraste y separada de la con-
gruencia es que cada relacién involucra objetos geométricos diferentes. La profesora insisti6 en varias
de sus intervenciones en enfocar la atencién en esta diferencia, procurando que los nifos contrastaran
distancias y medidas y separaran una propiedad de la otra, en configuraciones en donde tiene sentido
referirse a una o a otra.

Las relaciones de equidistancia y congruencia tienen que separarse o fusionarse, segun el problema
que haya que resolver. Sin embargo, consideramos que lograrlo requiere de mds experiencias de varia-
cién en el contexto de resolucién de problemas de construcciones geométricas.

DISCUSION

La equidistancia es una dimensién de variacién de la figura geométrica circunferencia. Estar a la misma
distancia es un valor de esta dimensién. La distancia del punto de referencia (en este caso, punto A)
a otro que puede variar (punto C), pero conservando la distancia AB, determina la relacién entre Ay
cualquier otro punto C para establecer la relacién de «ser equidistante de A como B». A partir de inte-
racciones con sus pares, la profesora y Cabri, los estudiantes dan muestra de una evolucién en la cons-
truccién del significado de equidistancia separada de la colinealidad y la congruencia y estdn en proceso
de vincularla con la circunferencia. Esta oportunidad de trabajar entre pares, de manera independien-
te, y compartir sus hallazgos con la clase, resulté ser un contexto provechoso para la exploracién.
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En la implementacién notamos que los estudiantes experimentaron la variacién a fin de:

— Caracterizar figuras geométricas como circunferencia y tridngulo (isésceles y tridngulo equildtero).

— Descubrir propiedades como la congruencia entre los radios de una circunferencia y entre radios
de circunferencias congruentes.

— Diferenciar (de manera incipiente) configuraciones geométricas en las que se establece la rela-
cién de colinealidad, de equidistancia o de congruencia.

— Transitar de un caso particular que representa una situacién a una familia de casos en los que se
mantienen invariantes las caracteristicas que los definen.

— Usar el arrastre, la medicién y la traza como herramientas para experimentar patrones de varia-
cién.

— Iniciarse en la argumentacién vélida en matemdticas donde son las relaciones geométricas las
que explican y no la verificacién con un caso particular o lo que «parece» segtin la percepcién
visual.

Para que los estudiantes tuvieran experiencias de variacién fue necesario involucrarlos en explo-
raciones de representaciones que implicaron movimiento, observacién y confrontacién con sus ideas
intuitivas. En este sentido, la resolucién de problemas de construccién geométrica resulté benefi-
ciosa, brindando oportunidades de aprendizaje para desarrollar la visualizacién, la conjeturacién, la
verificacién de conjeturas (usando arrastre, medicién) y la explicacién (recurriendo a relaciones entre
objetos geométricos). Notamos que experiencias previas vinculadas con la idea de «misma distancia»
en actividades de formacién, en clases de Educacién Fisica o actividades civicas, es un referente inicial
para los ninos en el que relacionan estrechamente la equidistancia con colinealidad. Ampliar esta idea
a estructuras no colineales result6 un reto inicial para los nifios participantes en este estudio.

Nuestros resultados muestran cémo la relacién de equidistancia se va reinterpretando a lo largo de
la experiencia de variacién. En este sentido, encontramos coincidencia con lo sefialado por Gonzilez y
Herbst (2009) para el caso de la congruencia. Estos autores identifican cuatro tipos de interpretaciones
con estudiantes de secundaria: perceptivo visual, conservacién de medida, correspondencia y transfor-
macién. Para la relacién geométrica de equidistancia, en las experiencias de variacién experimentadas
por los nifios de nuestro estudio, identificamos los tres primeros; por lo que consideramos que seria
necesario profundizar al respecto con una investigacién mds amplia. Al igual que Gonzélez y Herbst
(2009), sostenemos que en el aula debemos generar oportunidades de aprendizaje para movilizar la
atencién de la percepcién de formas globales a la caracterizacién de propiedades de las figuras geomé-
tricas, y lograr asi que los nifnos rebasen el primer nivel, el perceptivo visual.

Las evidencias nos llevan a afirmar que se produjo aprendizaje respecto a la equidistancia en contras-
te con otras relaciones geométricas. Los nifios se enfocaron en aspectos criticos de esta relacién e iden-
tificaron invariantes de objetos geométricos, vinculados con esta, como la circunferencia y tridngulos
isésceles y equildteros. Al resolver los problemas de construccidn, los nifios experimentaron, en mayor
medida, el patrén de contraste seguido por el de generalizacion e identificamos indicios de separacion y
de fusion.

Para poder discernir un objeto de aprendizaje consideramos necesario experimentar los cuatro
patrones de variacién. Como senalan Lo (2012), Marton et al., (2004) y Marton y Pang (2009), el
contraste induce a la separacién de las dimensiones de variacién, de modo que los aspectos criticos y
las caracteristicas se separan; la generalizacion ayuda a diferenciar los aspectos criticos de aquellos que
no lo son, mientras que el patrén fusion posibilita identificar la interaccién entre aspectos criticos. Sin
embargo, la experiencia nos muestra la complejidad de promover experiencias relacionadas con los
patrones en un salén de clase.
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A lo largo de la experimentacién identificamos acciones de la profesora que, como se mostré en el
andlisis, vinculan la relacién entre «arrastre/medicién» y el discernimiento de una propiedad geométrica.
Inicialmente los nifios se limitaron a ubicar en la pantalla puntos de sus construcciones, de manera conve-
niente, y sus explicaciones se centraron en «porque asi se ve», «los nimeros no cambian», «<miden lo mis-
mo», «tienen el mismo tamano» o «si lo mueve queda la misma medida». Sin embargo, la manera en que
participé la profesora (preguntas o afirmaciones) favorecié que la atencién se enfocara en analizar lo que
sucedia mientras movian (arrastre) los puntos, de manera sistemdtica, y los guio para que interpretaran
lo observado en términos de propiedades y relaciones geométricas abordadas a lo largo de la experiencia.

La riqueza de la interaccién alumnos-profesora permitié identificar el papel de los patrones de va-
riacidn en el aprendizaje de la equidistancia en contraste y separada de la de congruencia, como se mos-
tr6 en el andlisis. Las acciones realizadas por la profesora fueron diversas, a fin de dar oportunidades
para el aprendizaje. Ella promovié la adquisicién de nuevo vocabulario a fin de enriquecer el proceso
comunicativo y de argumentacién geométrica; sugirié ideas clave para lograr la construccién o para
enfocar la atencién de los estudiantes hacia el logro de la tarea propuesta; ejemplificé ideas, usando
lo realizado por otros estudiantes; enfocé la atencién en aspectos claves que pudieran favorecer el dis-
cernimiento a través de preguntas; e informo a los estudiantes sobre el manejo de ciertas herramientas
propias de programa de geometria dindmica, de acuerdo con las necesidades de la tarea matemadtica en
cuestion y la intencionalidad de los nifios.

Un elemento central en esta experiencia de variacién fue el uso del programa de geometria dindmi-
ca, pues permitié a los nifios construir figuras geométricas, visualizar sus caracteristicas (con el uso de
«traza») y recibir retroalimentacién en tiempo real. Como sefialan Soldano, Luz, Arzarello y Yerusha-
my (2018), el programa es un instrumento poderoso para identificar cémo los estudiantes relacionan
aspectos visuales con cualidades geométricas invariantes. Este tipo de programas condicionan qué se
aprende y cémo, pero hay una fuerte interrelacién con otros elementos que inciden en su uso, como
son la intervencién del profesor y el trabajo colaborativo entre los estudiantes (Morera, Fortuny y Pla-
nas, 2012). Por ello, reivindicamos el uso de programas de geometria dindmica en el aprendizaje de la
geometria, a temprana edad. Sin embargo, no basta introducir su uso en las clases, debe acompanarse
de discusiones sobre lo que se hace, explicaciones, verificaciones y justificaciones que permitan a los
nifios construir criterios compartidos sobre el quehacer matemadtico.

Como senalan Marton y Pang (2009), la ensenanza no puede predecirse ni prescribirse, sino des-
cribirse. Al describir estas experiencias podemos vislumbrar la complejidad del proceso de aprendizaje
y su relacién con el modo en que fue abordado, estructurado y presentado en la clase.

CONCLUSIONES

Las experiencias escolares con la geometria, sobre todo en primaria, suelen estar caracterizadas por
la exhibicién de representaciones concretas de las figuras o cuerpos geométricos y la descripcién de
sus propiedades, sin ofrecer vias claras sobre cémo distinguir entre aquellas cualidades que son inva-
riantes o aquellas que son particulares de la representacién. Casi nunca se involucra a los estudiantes
en experiencias de variacién que les posibiliten discernir las propiedades determinantes de las formas
geométricas y explicar por qué siempre se cumple esa propiedad.

Nuestros resultados muestran una experiencia de variacién con una nocién geométrica importan-
te, equidistancia en contraste y separada de la colinealidad y la congruencia. Experiencia que result6
significativamente diferente para los nifnos participantes y les brindé oportunidades para su aprendi-
zaje. Abordar estas ideas geométricas en la educacién primaria, a través de la variacién en ambientes
de geometria dindmica, permitié a los nifos acercarse a ella a través de resolucién de problemas de
construccion.
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El ejercicio analitico nos permitié profundizar en la teoria de la variacién y valorar su potencial.
Pudimos ponerla en juego para estudiar el aprendizaje de una relacién geométrica. Ademds, la in-
vestigacién nos permitié poner en entredicho la linealidad con la que se asumen frecuentemente los
patrones de variacidn, pues notamos que es un asunto de avances y retrocesos. En particular, el patrén
de fusidn se puede ir experimentando sin haber separado las propiedades relacionadas, pero es innegable
que mientras estas no estén separadas no se podrd afirmar que se identifica la dependencia entre las
propiedades.

Un asunto que queremos sefalar, a manera de conclusién, es que el patrén de separacion tiene al
menos dos interpretaciones en la literatura y este hecho no se hace explicito. Algunos autores (Lo,
2012) lo refieren a un solo objeto de aprendizaje (como un todo), mientras que otros (Leung, 2015) lo
refieren a varios objetos. En nuestro marco tedrico explicitamos las dos interpretaciones y las usamos
como parte del andlisis.

Las investigaciones revisadas (Mulligan y Vergnaud, 2006; Owens y Outhred, 2006; Sinclair et al.,
2016 y Jones y Tzekaki, 2016) senalan la necesidad de proponer alternativas de ensefianza més efecti-
vas que den a los estudiantes oportunidad de acceso a conceptos geométricos relevantes. Consideramos
que nuestra investigacion aporta luz a este asunto pues se abordaron objetos y relaciones geométricas
importantes en actividades de variacién. Sin embargo, es necesario realizar mds estudios en edades
tempranas para profundizar en el aprendizaje de la equidistancia.
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This article reports findings from an educational and research experience carried out with students who were
starting their last year of Primary Education, in a peripheral and highly marginalized area of Mexico City.

Odur research objective is to give an account of learning experiences that represent opportunities for 10-year-
old children so as to advance in the meaningful construction of the equidistance relationship. To accomplish the
foregoing we carried out a teaching experiment (Steffe and Thompson, 2000).

The participants were 25 children, a full class from a public school, whom we selected on account of the
interest shown by their teacher for supporting research processes. We worked with them on four geometry pro-
blems, while teaching them how to use the Cabri program. Pedagogically, our intention was to encourage their
progress in producing statements that would explain dependency relationships related to geometric facts, from
the evidence obtained by empirical exploration and to explain the issue that the statement raises by proposing
inferences, beyond direct experience.

For the analysis we chose the theory of variation (Leung, 2008; Lo, 2012), given its potential for analyzing
learning in dynamic contexts. We show the patterns of variation experienced by children, which allowed them
to discern the equidistance relationship between points in circumferences or triangles, in contrast to collinearity
of points and the congruence of segments. Additionally, given that the teaching situations that stimulate the
interaction between teacher and students wield great influence on what they learn (Pang, Bao and Ki, 2017), in
the analysis we highlight aspects of the teaching that promoted or limited discernment by the students.

The evidence leads us to affirm that learning was produced with respect to equidistance in contrast to other
geometric relationships. The children focused on critical aspects of this relationship and identified invariants in
geometric objects linked to it, such as the circumference and isosceles and equilateral triangles. When solving
the construction problems, the children experienced, to a greater extent, the contrast pattern followed by that of
generalization and we identified signs of separation and fusion.

In order to discern a learning object, we believe it is necessary to experience the four patterns of variation.
As Lo (2012), Marton, Runesson and Tsui (2004) and Marton and Pang (2009) point out, the contrast induces
the separation of the dimensions of variation so that the critical aspects and the characteristics are separated;
generalization helps to differentiate critical aspects from those which are not, while the fusion pattern makes it
possible to identify the interaction between critical aspects. However, the experience shows us the complexity of
promoting pattern-related experiences in the classroom.

The analyrtical exercise allowed us to delve into the theory of variation and assess its potential. We were able
to apply it to study the learning of a geometric relationship. Furthermore, the research allowed us to put to the
test the assumed linearity of variation patterns, as we have seen that it entails an ebb and flow of progress and
setbacks. In particular, the fision pattern can be experienced without having separated the related properties,
but it is undeniable that if they have not been separated, the dependency between the properties cannot be said
to have been identified.
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