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RESUMEN: El conocimiento del profesor es reconocido como un factor relevante de su desem-
peno profesional y para promover el aprendizaje de la matemdtica de sus alumnos. Este articulo pro-
fundiza en el conocimiento del profesor y estudia las relaciones entre subdominios del conocimiento
diddctico del contenido del modelo denominado conocimiento especializado del profesor de matemadticas.
Se buscan relaciones entre el conocimiento de la ensenanza de las matemdticas y el conocimiento de las
caracteristicas del aprendizaje de las matemdticas de una profesora de secundaria en el contenido de se-
mejanza de tridngulos, a través de observaciones de aula y entrevista. Los resultados del estudio permi-
ten vincular la investigacion y la prictica del profesor, en tanto dan cuenta de las relaciones especificas
entre subdominios y sus categorias, y cémo estas propician decisiones en el aula.

PALABRAS CLAVE: conocimiento de la ensenanza de las matemdticas, conocimiento de las caracte-
risticas del aprendizaje de las matemadticas, semejanza de tridngulos, profesores de matemadtica, educa-
cién secundaria.

ABSTRACT: A teacher’s knowledge is considered a significant factor contributing to their classroom
performance and the promotion of mathematics learning in their students. This paper examines the
knowledge deployed by a secondary teacher when working on the topic of similarity of triangles,
focusing on the connections between subdomains within Pedagogical Content Knowledge in the mo-
del Mathematics Teachers Specialized Knowledge. Specifically, drawing on data from lesson observa-
tions and interviews with the teacher, it considers connections between the subdomains krowledge of
mathematics teaching and knowledge of the features of learning mathematics. The results underline the
relationship between research and practice, in that they bring to the fore specific connections between
subdomains and their related categories and illustrate how these contribute to classroom decisions.
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INTRODUCCION

En las investigaciones y reportes nacionales e internacionales existe consenso acerca de que el s6lido
conocimiento del profesor es un componente principal de su desempeno profesional (Ball, Thames y
Phelps, 2008; Tatto ez al., 2008). La discusién acerca de en qué consiste ese s6lido conocimiento, aun-
que no es undnimemente consensuada, ha contribuido al desarrollo de distintas conceptualizaciones
del conocimiento del profesor (Godino, Batanero y Font, 2007; Ball ez a/., 2008; Carrillo, Climent,
Contreras y Munoz-Cataldn, 2013), y principalmente concuerda con la propuesta seminal de Shul-
man (1986), en cuanto a considerar el conocimiento del contenido y el conocimiento diddctico del
contenido que se ha de ensenar. Si bien las distintas conceptualizaciones del conocimiento diferencian
el conocimiento del profesor en subdominios y categorias con fines analiticos, consideran este integral
y relacionado (e.g. Llinares, 1999).

En este estudio se reconoce la complejidad de los procesos de ensenanza y aprendizaje, y se compar-
te la importancia de que el profesor tenga conocimientos tanto de la ensefianza como del aprendizaje
de las matemdticas (Varas, Lacourly, Lépez y Giaconi, 2013; Sosa, Flores-Medrano y Carrillo, 2015) y
se aboga por la necesidad de estudiar relaciones entre ellos. Debido a la falta de estudios que den cuenta
de la relacién que guardan estos conocimientos en la accién del profesor, resulta relevante vincular la
investigacién de una forma directa con la practica del profesor (Sosa ez al., 2015).

El objetivo del estudio es establecer y describir relaciones entre el conocimiento del profesor de la
ensefianza de las matemdticas y el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matema-
ticas, ambos subdominios del conocimiento diddctico del contenido del modelo denominado conoci-
miento especializado del profesor de matemdticas MTSK, por sus siglas en inglés, Carrillo ez al., 2013).

El estudio del conocimiento del profesor sobre las caracteristicas del aprendizaje de las matemdticas
es relevante dado que permite comprender cémo el profesor anticipa las formas de pensar de los estu-
diantes, cémo interpreta sus producciones y el lenguaje matemadtico utilizado, cémo identifica y apro-
vecha las fortalezas y dificultades en el aprendizaje de los contenidos matemdticos (Sosa ez al., 2015).
Por otra parte, el estudio del conocimiento de la ensenanza de las matemdticas permite comprender las
decisiones del profesor a la hora de usar estrategias, ejemplos potentes, analogias y recursos diddcticos,
entre otros (e.g. Carrillo ez al., 2013).

En este sentido, Schoenfeld y Kilpatrick (2008) consideran dimensiones relacionadas con la ense-
fianza y el aprendizaje de las matemdticas que sintonizan con las acciones mencionadas en el pdrrafo
anterior: conocer a los estudiantes como personas que piensan y aprenden, disefiar y gestionar entor-
nos de aprendizaje, desarrollar las normas de la clase y apoyar el discurso como parte de la «ensenanza
para la comprensién». Por su parte, Pino-Fan y Godino (2015) presentan las acciones y dimensiones
anteriormente mencionadas bajo la denominacién facetas de conocimiento del profesor relacionadas
con la ensenanza y el aprendizaje de las matemdticas, las cuales estdn referidas al conocimiento sobre
aspectos cognitivos de los estudiantes (faceta cognitiva), conocimiento sobre aspectos afectivos, emo-
cionales y actitudinales de los estudiantes (faceta afectiva), conocimiento sobre las interacciones que
se suscitan en el aula (faceta interaccional) y conocimiento sobre los recursos y medios que pueden
potenciar los aprendizajes de los estudiantes (faceta mediacional). Asimismo, la investigacién sobre la
instruccién matematica efectiva de Baumert ez 2/. (2010) destaca el conocimiento de las tareas mate-
miticas para el aprendizaje, la comprensién de las concepciones de estudiantes (concepciones errdneas,
errores tipicos, estrategias frecuentes) y el conocimiento de multiples representaciones y explicaciones.

Por otra parte, si bien los modelos mencionados han hecho el esfuerzo por especificar las compo-
nentes del conocimiento del profesor de matemadticas, quedan abiertas preguntas acerca de cémo se
relacionan entre si estas componentes (e.g. Pino-Fan y Godino, 2015). Dada la relevancia de estos
subdominios del conocimiento del profesor (el conocimiento del profesor de la ensefianza de las ma-
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temadticas y el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matemadticas), atin es escasa la
investigacién de como se relacionan en la préctica profesional del profesor de matemdticas en el aula,
identificando conocimientos involucrados en la gestién del proceso de ensefianza-aprendizaje que tie-
nen relevancia tedrica debido a su capacidad explicativa, y considerando la naturaleza situada del cono-
cimiento del profesor, lo cual da sentido para estudiarlo en un tema concreto (Llinares, 1996; 1999).

Asi, en el aula, al usar alguna estrategia para la ensenanza de un determinado contenido, jestin
condicionadas las decisiones del profesor por su conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de
ese contenido?, ;qué conocimiento rige al profesor a la hora de proponer una u otra tarea para abordar
cierto concepto matemdtico?, sestd involucrado el conocimiento de coémo se aprende ese concepto o
de las expectativas de los alumnos respecto al concepto? Este tipo de interrogantes permiten acercarse
a las relaciones entre el conocimiento de la ensenanza y el conocimiento de caracteristicas de aprendi-
zaje de las matemadticas del profesor, y ahondar en la comprensién de esta compleja y dindmica red de
relaciones del conocimiento del profesor.

Aunque existen investigaciones que han identificado relaciones entre subdominios del MTSK (e.g.
Escudero-Avila, 2015; Zakaryan y Ribeiro, 2016), no se ha profundizado en estas relaciones. Por
ejemplo, en Zakaryan y Ribeiro (2016) se han identificado relaciones entre el conocimiento de la
ensefanza de los numeros racionales de una profesora de ensefanza bdsica (alumnos 13-14 afios) y
otros subdominios del MTSK, incluyendo su relacién con el conocimiento de las caracteristicas del
aprendizaje de dicho contenido. No obstante, se requieren mds estudios al respecto que permitan am-
pliar el conocimiento acerca de dichas relaciones y enriquecer la comprensién sobre el conocimiento
del profesor, aportando elementos para su desarrollo.

FUNDAMENTOS TEORICOS

En esta investigacién, para explorar relaciones entre el conocimiento del profesor acerca de las carac-
teristicas del aprendizaje de las matemadticas y acerca de la ensefianza de las matemadticas, se utiliza el
modelo MTSK, que conceptualiza el conocimiento del profesor de matemadticas (Carrillo ez al., 2013).
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Fig. 1. Subdominios del MTSK (Carrillo ez al., 2013).

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 36.2 (2018): 105-123

107



D. Zakaryan, S. Estrella, G. Espinoza-Vasquez, S. Morales, R. Olfos, E. Flores-Medrano, J. Carrillo

El MTSK comprende exclusivamente aquellos conocimientos del profesor que tengan relacién di-
recta con el contenido matemdtico. De esta manera, no se consideran como parte del conocimiento es-
pecializado el conocimiento de técnicas de control del grupo o de trabajo en equipo (Flores-Medrano,
Escudero-Avila, Montes y Carrillo, 2014), sin que esto signifique una denostacién de estos. Bajo esta
definicién, los dominios de conocimiento que conforman el modelo son el Conocimiento matemdtico
y el Conocimiento diddctico del contenido. El Conocimiento matemdtico considera el conocimiento de
los temas, el conocimiento de la estructura de las matematicas y el conocimiento de la prictica mate-
madtica; el Conocimiento diddctico del contenido incluye el conocimiento de la ensefianza de las ma-
temadticas, el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas y el conocimiento
de los estdndares de aprendizaje de las matemdticas. A continuacidn, se describen en detalle los dos
subdominios y sus categorias que sirvieron como base para esta investigacion.

CONOCIMIENTO DE LAS CARACTERISTICAS DEL APRENDIZAJE DE LAS
MATEMATICAS

El conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matemdticas (CCAM) es el conocimiento
que tiene el profesor acerca del contenido matemdtico como objeto de aprendizaje. Se trata del cono-
cimiento de los fenémenos que se producen cuando una persona aprehende el contenido matematico.
Este subdominio no considera el conocimiento del profesor acerca de las caracteristicas intrinsecas
del sujeto cognoscente (e.g. Ball ez al., 2008), dado que este requiere conocimientos de otra indole
(e.g. psicopedagdgico), los cuales no son coherentes con la definicién propuesta por el MTSK para la
nocién de especializado.

Las categorias para el CCAM se han construido a partir de la revisién de literatura (e.g. Hill, Ball
y Schilling, 2008; Godino ez al., 2007; Tatto ez al., 2008), que permitié ampliar la comprensién de la
naturaleza del subdominio y los fenémenos en los cuales se refleja dicho conocimiento, y de evidencias
empiricas que aportaron a la generacién de las siguientes categorias (e.g. Sosa et al., 2015):

1. Teorias de aprendizaje asociadas a un contenido matemdtico: se asume que el profesor conoce una
serie de teorias que explican y dan sentido al aprendizaje (o no) de los contenidos matemdti-
cos. Algunas de las teorfas pueden ser (o coincidir en esencia con) teorfas institucionalizadas
de la Did4ctica de la Matemdtica (e.g. descomposiciones genéticas o modos de pensamiento).
Ademds, el profesor construye, sobre la base de su experiencia o ayudado de la experiencia de
otros profesores, teorfas personales (incluso al nivel de explicaciones) para el aprendizaje de las
matemadticas. Dichas teorfas, tanto las institucionalizadas como las personales, pueden ser loca-
les (teorfas que explican como se aprende un contenido especifico) o globales (teorias de cémo
se aprende matemdticas, como APOE —Arnon ez al., 2014-), dependiendo del alcance que el
profesor asigne a estas.

2. Fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un contenido matemdtico: independientemente
de la forma en la que se ensefie, es posible identificar algunos contenidos matemdticos que los
alumnos suelen aprender con més facilidad que otros. Por ejemplo, se espera que los conceptos
asociados a contenidos que tienen una cantidad amplia de temas matemdticos previos (e.g.
teorema de Thales) serdn mds complicados de entender que aquellos en que los requerimientos
iniciales son menores (e.g. proporcionalidad de trazos). Este tipo de conocimiento, asi como
el conocimiento sobre errores, obstdculos y dificultades asociados a la matemdtica en general y
a los temas concretos, o de potencialidades para el aprendizaje asociadas a un contenido mate-
mdtico previo, se consideran en esta categoria. Por ejemplo, un profesor puede conocer que un
error comun de los alumnos es plantear proporciones sin considerar elementos homélogos.
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3. Formas de interaccion con un contenido matemdtico asociadas a su aprendizaje: el conocimiento

que permite al profesor atribuir sentido a las respuestas y producciones de alumnos, el conoci-
miento acerca de los procesos y estrategias de los alumnos, tanto los tipicos como los no habi-
tuales, y el conocimiento sobre el posible lenguaje o vocabulario usado comtinmente al abordar
un contenido determinado (Sosa, Aguayo y Huitrado, 2013) se consideran en esta categoria.
Por ejemplo, el conocimiento del profesor de que los alumnos, para comprobar que dos tridn-
gulos son semejantes, habitualmente plantean razones entre las medidas mayores y las menores.

4. Intereses y expectativas de los estudiantes sobre el abordaje de un determinado contenido matemdtico:

el conocimiento sobre las expectativas e intereses de los alumnos con respecto a las matemdticas.
Por ejemplo, el conocimiento del profesor sobre el drea de las matemdticas que suele causar
predisposicién en alumnos, ya sea por concebirla dificil o ficil, por ejemplo, la geometria en
comparacién con el dlgebra (Garcia y Duenas, 2014). También se considera el conocimiento
sobre las expectativas a corto, medio y largo plazo de los alumnos acerca de las matemdticas en
general y de contenidos particulares.

CONOCIMIENTO DE LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

El conocimiento de la ensefianza de las matemdticas (CEM) considera el conocimiento de recursos
materiales o virtuales, modos de presentar el contenido y el potencial que puede tener para la ense-
flanza, asi como el conocimiento de ejemplos adecuados para cada contenido, intencién o contexto
determinado.

Las categorias para este subdominio han sido construidas basindose en evidencias empiricas (e.g.
Flores-Medrano, 2015; Escudero-Avila, 2015), realizando previamente una cuidadosa revisién de la
literatura (e.g. Godino ez al., 2007; Hill ez al., 2008; Llinares, 1999), que permitié facilitar la com-
prensién de la naturaleza de este y de las acciones del profesor en las cuales se manifiesta dicho cono-
cimiento:

1.

Teorias de ensefianza asociadas a un contenido matemitico: el profesor puede conocer o construir
teorfas para la ensefanza de las matemadticas. Se consideran desde métodos rigidos de pasos has-
ta estructuras mds complejas, como las que se describen en algunas teorias institucionalizadas
(e.g. teoria de situaciones diddcticas).

2. Recursos diddcticos para la ensefianza de un determinado contenido: todos los materiales que se

emplean para la ensefanza, virtuales o materiales, tienen ciertas caracteristicas matemdticas
(potencialidades y limitaciones para la ensefianza de un determinado tema) que les permiten
convertirse en instrumentos para la ensefianza. Asi, no bastarfa con que un profesor supiera
utilizar GeoGebra para dar muestra de un conocimiento en esta categoria, ademds necesita
conocer caracteristicas propias del soffware que permiten ensefar un determinado tema (e.g. el
dinamismo para la construccién de tridngulos semejantes).

3. Estrategias, técnicas y tareas para la ensenianza de un contenido matemdtico: el conocimiento sobre

en qué momento y qué tipo de ayuda brindar a los alumnos, qué ejemplos, analogias, metaforas,
explicaciones, etc., son mds potentes de acuerdo con el momento e intencionalidad de la clase,
asi como conocer tareas especificas para propiciar el aprendizaje de un contenido matemdtico.
Por ejemplo, conocer caracteristicas diddcticas del ejemplo y técnicas de andamiaje.

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 36.2 (2018): 105-123 109



D. Zakaryan, S. Estrella, G. Espinoza-Vasquez, S. Morales, R. Olfos, E. Flores-Medrano, J. Carrillo

METODOLOGIA

Con el fin de establecer y describir las relaciones entre el conocimiento de las caracteristicas del apren-
dizaje de las matemdticas y el conocimiento de la ensenanza de las matemdticas que pone en juego una
profesora de matemdcticas al impartir el contenido de semejanza de tridngulos, se ha realizado un estu-
dio de caso (Stake, 2007) desde el enfoque interpretativo, considerando el conocimiento del profesor
como un objeto de estudio complejo y situado.

Indagamos acerca del conocimiento de una profesora de matemdticas (en adelante Eva) del décimo
grado (alumnos entre 14 y 15 afios) de una escuela publica chilena. La seleccién del caso responde a
que Eva, ademds de haber sido la mejor egresada de su promocién de la carrera de Pedagogia en Ma-
temdtica, posee un magister en Diddctica de la Matemdtica. En el momento del estudio, Eva contaba
con tres afios de experiencia en aula, habiendo impartido clases en décimo grado en los dos dltimos
afos. Eva forma parte de un grupo de estudio de clases (Isoda y Olfos, 2009) en su escuela, en el que
los profesores se retinen periédicamente para reflexionar sobre sus pricticas docentes con el fin de
mejorarlas en la accidn. Estas caracteristicas académicas de Eva hacen previsible que posea conoci-
mientos ricos en elementos de los subdominios objeto de estudio, lo que permitiria profundizar en sus
relaciones.

Recogida y andlisis de datos

Los datos recolectados del estudio provienen de dos fuentes: videograbacion de las sesiones de las clases
de Eva y una entrevista semiestructurada posterior al andlisis de las sesiones.

Con el método observacion no participante (Cohen y Manion, 2002), se han grabado en video
las siete sesiones dedicadas al contenido de semejanza de tridngulos. Los datos obtenidos han sido
transcritos y divididos en unidades de andlisis que corresponden a las comunicaciones orales y escritas
de la profesora y de sus alumnos. A partir del andlisis de contenido (Bardin, 1996), cada investigador
ha analizado individualmente la transcripcién de las sesiones, identificando las unidades de andlisis
asociadas a los subdominios en cuestién y considerando la diferenciacion entre evidencia e indicio de
conocimiento.

Una evidencia es un elemento que permite afirmar la presencia de un conocimiento del profesor,
ya sea superficial o profundo. Mientras un indicio es una sospecha de la existencia o no de un conoci-
miento causada por alguna declaraciéon o acto del profesor; este requiere informacién adicional para
que la sospecha se confirme como evidencia (Flores-Medrano, 2015).

Seis investigadores analizaron y codificaron las unidades de andlisis sobre las categorias de los sub-
dominios CEM y CCAM vy precisaron las que presentaban evidencias e indicios de conocimiento.
Posteriormente, se compararon sus andlisis y discutieron para alcanzar un consenso sobre el subdomi-
nio, la categoria correspondiente y la diferenciacion entre evidencia e indicio. Las unidades de andlisis
identificadas como indicio fueron incorporadas en la entrevista y confirmadas como evidencia de la
categorfa. En este reporte se incluyen las evidencias confirmadas y las previamente identificadas. Este
andlisis fue validado por un juez externo experto en el tema.

Otra fuente del estudio ha sido la entrevista semiestructurada a Eva, para la realizacién de la cual
se elabord una gufa que incluyé preguntas y episodios videograbados de las sesiones, elegidos desde el
andlisis de las transcripciones, con el fin de estimular el recuerdo. La entrevista fue aplicada por tres
investigadores: un investigador se enfocé en el planteamiento de las preguntas de la guia, otro se ocupé
de complementar con preguntas que surgian iz situ y el tercero se encargé de su grabacién. El anilisis
de la transcripcion de la entrevista se enfocd en profundizar en la comprension de los subdominios del
conocimiento estudiado y en la bisqueda de evidencias de su manifestacién.
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RESULTADOS

En este apartado se describen las relaciones establecidas entre el CCAM y el CEM de Eva.

Relaciones entre las categorias (ii) y (iii) del CCAM vy la categoria (iii) del CEM

En el siguiente extracto se observa el conocimiento de Eva sobre el vocabulario comin para referirse a
tridngulos semejantes, usa la palabra parecidos, categorizada como conocimiento de formas de interac-
cién de los alumnos con el contenido matemdtico dentro del subdominio del CCAM.

861
862
863
864
865
866
867
868
869
870
871
872
873
874

Eva

Al

Eva
Als
Eva
Als
Eva
Als
Eva
Als
Eva

Al

sQué relacién hay entre los tridngulos? ;Estos tridngulos son totalmente iguales?
[Dibuja en la pizarra dos tridngulos semejantes con las medidas de dngulos y lados].

No.

¢:Son totalmente iguales?

No.

¢Si 0 no? Repasemos. ;Tienen los mismos dngulos?

Si.

;Tienen la misma medida de los lados?

No.

Usted podria decir: jigual o parecidos?

Parecidos.

Parecidos. Y ese concepto parecidos matemdticamente tenfa un nombre que lo

definimos. ;Qué término era ese? ;Qué concepto?

Tridngulos semejantes.

Efectivamente, para evocar en los alumnos el concepto de semejanza, Eva recurre al lenguaje co-
mun y familiar para los estudiantes, «igual o parecido» [870-872], tratando de establecer conexiones
entre el vocabulario comun y el concepto definido matemdticamente [872-873].

En otro momento, el conocimiento del lenguaje y vocabulario coloquial se evidencia cuando Eva
usa la palabra igualitos para el concepto de congruencia.

817
818
819
820

Eva

En esa clasificacién que tenfamos también habia tridngulos que tenfan los mismos
dngulos y tenfan igual medida en los lados. ;Se acuerdan que también habfa unos que
eran igualitos? Esos tridngulos se llaman tridngulos congruentes. Para decir

que son igualitos, igualitos, se usa el concepto congruente.

Con relacién a este extracto, cuando en la entrevista se le pregunté a Eva a qué se debe el uso de
estas palabras, ella respondié:

El «igualito» es para no usar la palabra coincidente o congruente. Claro, que lo he repetido en el sentido de

que tal vez no me interesa tanto en su mente el simbolo de la congruencia, la palabra congruencia, sino que

sepan qué significa. El significado, efectivamente, es que son «igualitos, igualitos», asi mismos.

Y el parecido es para diferenciar ambas cosas, porque resulta que a veces cuando ellos saben solo el concepto

de semejanza no logran darse cuenta de que hay un caso particular que es la congruencia, porque al final
igual son semejantes, pero es un caso particular.
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:De qué forma estas palabras, parecido o igualito, afectan positiva o negativamente al aprendizaje de
los alumnos?

Tal vez, cuando ellos lo vean en pruebas estandarizadas, en otros contextos, en libros, no van a aparecer
esas palabras sencillas, sino palabras como coincidentes, congruentes u homdlogos. Me doy cuenta de que
segtin el tipo de alumno las cosas que uno puede hacer, al menos con el tipo de alumno que yo tengo, creo
que es mds fécil las palabras mds cercanas. Si yo busco en el cuaderno, probablemente tienen semejanza y
congruencia, pero cuando les pregunte, probablemente usen las palabras parecido o igualito porque es més
cercano para ellos.

Se observa el conocimiento de Eva acerca de la conveniencia de usar como estrategia el cuestiona-
miento a los alumnos, basado en el desglose de las caracteristicas definitorias del concepto —igualito y
parecido— para la ensenanza de la semejanza de tridngulos, categoria () del CEM. Eva conoce el voca-
bulario familiar de los alumnos: igualito para congruencia y parecido para semejanza, categoria (i7i) del
CCAM. Ademds, el conocimiento de las dificultades de los alumnos para el uso de conceptos formales
(e.g., congruencia, homdlogo, coincidente), categoria () del CCAM, contribuye al uso de esa estrategia.

Tabla 1.
Relaciones entre las categorias (77) y (i77) del CCAM vy la categoria (ii7) del CEM
Subdominio CCAM CEM
Categoria (i) Fortalezas y dificultades (#ii) Formas de interaccidn | (i) Estrategias, técnicas y tareas
Indicador Conoce las dificultades de los | Conoce lenguaje y voca- | Conoce estrategia del cuestionamiento a

alumnos para el uso de concep- | bulario comun: igualito y | los alumnos, basado en el desglose de las
tos de congruencia y semejanza | parecido para congruente | caracteristicas definitorias del concepto
y semejante —igualito y parecido—

En esta tabla se presentan relaciones establecidas entre las categorias del CCAM: (ii7) formas de
interaccién con el contenido matemdtico y (i) fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un
contenido matemitico, y la categoria del CEM (i7i) estrategias, técnicas y tareas para la ensenanza de
un contenido matemdtico.

Relaciones entre la categoria (iv) del CCAM vy la categoria (iii) del CEM

En el siguiente extracto, Eva hace uso de una analogia (CEM), ampliacién de letras en Word, para
enfatizar la aplicacién del concepto de semejanza en aplicaciones digitales en la vida cotidiana. De este
modo, da indicio de su conocimiento acerca de los intereses de los alumnos sobre el aprendizaje de las

matematicas (CCAM).

877 Eva El concepto de semejanza no solo se aplica en tridngulos, por ejemplo, cuando

878 uno en el Word tiene una letra y la empieza a agrandar. Las letras que van saliendo
879 también son semejantes a la primera porque se conserva la forma, pero se va
880 agrandando, o sea, solo varfan las medidas, igual que acd [trabajan en la pizarra].

En la entrevista, a la pregunta acerca de lo esencial en la ensefianza de la semejanza de tridngulos, Eva
menciona algunas aplicaciones del concepto de semejanza que usan los alumnos:

Sus aplicaciones en la vida cotidiana. Hay que aprovecharse de esa unidad porque no todas las unidades que
uno pasa tienen esa gracia. Hay matemdtica que aprendemos porque es matemdtica, creo que la semejanza
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da mucho pie para ver cosas que si usan [los alumnos], el Word para agrandar las letras, las imdgenes cuando
las agrandas y cuando las achicas, en las maquetas cuando hacen modelos a escala, en los mapas. Entonces
hay tantas cosas que uno puede asociar que siento que es fundamental que se haga en esa unidad.

La respuesta de Eva da evidencia del conocimiento de los intereses de los alumnos sobre el aprendi-
zaje de las matemdticas, lo que confirma el indicio anterior.

Tabla 2.
Relaciones entre la categoria (i) del CCAM vy la categoria (777) del CEM
Subdominio CCAM CEM
Categoria (v) Intereses y expectativas (#ii) Estrategias, técnicas y tareas
Indicador Conoce el interés de los alumnos por aplicaciones digita- | Conoce analogias —ampliacién de letras en
les de conceptos geométricos Word—

En esta tabla se presentan relaciones establecidas entre la categoria del CCAM (iv), intereses y ex-
pectativas de los alumnos, y la categoria del CEM (iii), estrategias, técnicas y tareas para la ensefianza
de un contenido matematico.

Relaciones entre las categorias (#7) y (i77) del CCAM y la categoria (i77) del CEM

En otra ocasion se observé evidencia del conocimiento de Eva de las interacciones de los alumnos con
el contenido matemdtico (CCAM), esto es, Eva sabe que los alumnos para comprobar si dos tridn-
gulos son semejantes suelen plantear razones entre las medidas mayores y las menores, y que pueden
quedarse con una idea parcial del sentido del procedimiento para verificar la semejanza de tridngulos

[lineas 953-962].

953 Eva (Se podrd hacer [la proporcidn] al revés? [Los alumnos han calculado las razones entre

954 el tridngulo de mayores dimensiones (24, 21, 15) y el de menores (8,7,5)].

955 Al Si

956 Eva ;Y pasard lo mismo?

957 Al No.

958 Eva (Cuanto dara silo ponemos al revés? ;8/24, cuanto da? 8/24 da un decimal. ;Serd lo
959 mismo 7/212

960 All No.

961 Al2  ;Por qué no?

962 Eva 5/15?

963 Al 0,33333333...

964 Eva Da 0,3 periédico. {Cuanto da ac4? [Repite para 7/21, 8/24].
965 All Lo mismo.

966 Al2 0,3333...

967 Eva Daen todos lo mismo. Dos tridngulos van a ser semejantes cuando haya proporcién.

968 (Han escuchado ese término? Cuando la razén de dos cocientes son iguales se dice
969 que hay proporcién. Todas estas se llaman «razén». ;Cudl de las dos maneras es la
970 correcta? ;La que dio 3 o la que dio 0,3?

971 Al Laque dio 3.

972 Eva ;Qué significaba proporcionales? Que al dividirlos daba la misma razén. Veamos el
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973 caso de arriba ;Daba la misma razén?

974 Al Si

975 Eva ;Y abajo?

976 Al Si.

977 Eva O sea, se pueden ocupar cualquiera de las dos.

Con el fin de solventar este hecho, Eva menciona que para comprobar que dos tridngulos son se-
mejantes, es posible dividir las medidas correspondientes de un tridngulo entre las del otro y viceversa,
destacando que lo importante es la igualdad entre las razones, independiente de su valor [lineas 958-
977]. En esta accién identificamos el conocimiento de Eva de las estrategias de ensefianza (CEM),
enfrentando a los alumnos en el planteamiento de razones de los lados homdélogos y su célculo inverso.

Ademds, en la entrevista a la pregunta A/ enserniar la semejanza de tridngulos, ;cudles son los principales
errores que presentan sus alumnos?, Eva responde:

Los principales errores [que cometen los alumnos son], que cambien el orden de las divisiones, por ejemplo,
que en un lado partan tomando el 12 arriba y el 36 abajo en una fraccién y que después, en el otro caso,
ocupen el 24 arriba y el 8 abajo, que no respeten el orden en que estdn haciendo las divisiones.

La respuesta de Eva permite ver la integracion de su conocimiento de las estrategias de ensefianza
(CEM) con el conocimiento sobre los errores principales de los alumnos que consisten en el plantea-
miento de proporciones sin considerar elementos homélogos (CCAM).

Asimismo, se observa el conocimiento de Eva sobre las estrategias habituales de los alumnos en su
interaccion con el contenido de semejanza de tridngulos (CCAM), en el siguiente extracto [1057-1063]:

1057 Eva ;Al 100° cudl le correspondia?

1058 Al 4cmy8cm.

1059 Eva 4 cmy 8 cm. ;Podria haber escrito 8/42

1060 Al  Si.

1061 Eva Y ;4/82

1062 Als  También.

1063 Eva Para que no suene a costumbre, vamos a escribir 4/8.

Eva enfrenta la persistencia de los alumnos en plantear razones solo entre las medidas mayores y las
menores mediante la explicitacién de dicho planteamiento y la propuesta de razones con las medidas
en sentido inverso (CEM). En este caso, la aparicién de CCAM y la emergencia de CEM confirman
la relacién entre la categoria (777) del CCAM vy la categoria (ii7) del CEM.

Tabla 3.
Relaciones entre las categorias (i7) y (i) del CCAM vy la categoria (7)) del CEM
Subdominio CCAM CEM
Categoria (#7) Fortalezas y dificultades (ii) Formas de interaccién (#i) Estrategias, técnicas y tareas
Indicador Conoce errores de los alumnos | Conoce que los alumnos para | Conoce estrategia de cuestionar

en el planteamiento de propor-
ciones sin elementos homdélogos

comprobar si dos tridngulos son
semejantes suelen plantear razo-
nes solo entre las medidas mayo-
res y las menores

planteamientos sobre las razones
de los lados homélogos y su cal-
culo inverso para la comproba-
cién de semejanza
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Esta tabla recoge relaciones de las categorias del CCAM (é77) formas de interaccién con el conteni-
do matematico y (i) fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un contenido matematico, con
la categoria del CEM (iii) estrategias, técnicas y tareas para la ensefianza de un contenido matematico.

Relaciones entre la categoria (i) del CCAM vy las categorias () y (7i) del CEM

En el siguiente extracto [1115-1130], Eva propone realizar una tarea que consiste en establecer condi-
ciones para que dos tridngulos sean semejantes, dados dos lados y un dngulo comprendido entre ellos:

1115 Eva Fijense en esos dos tridngulos [sefala los tridngulos proyectados en la pizarra].

1116

1117
1118
1119
1120
1121
1122
1123
1124
1125
1126
1127
1128
1129
1130
1131

Als
Eva

Al
Eva

Eva

Eva

Eva

sTienen toda la informacién de sus medidas?

A
12cm E
36cm

B gm ©

No.

Nos faltan. ;De qué se trata esa parte del problema? ;Qué es desafiante acd?
Usted ya sabe qué tiene que ocurrir para que sean semejantes. Por lo que usted
deberia ser capaz de asignar condiciones. ;Qué datos les faltan y qué condiciones
deben cumplir para que si sean semejantes? A simple vista, ;podrfamos decir que
son semejantes si no estdn todos los datos?

Si.

:Se puede? ;Si 0 no?

Si.

sCudl es la primera condicién?

El dngulo [las medidas].

;Cudntos dngulos conocemos?

Uno.

Uno solo. Y esos dos si son iguales [dngulos ACB y EFD], pero no podemos afirmar

que los otros dos [dngulos restantes] lo sean.

La tarea es desafiante para los alumnos (CEM), pues requiere que establezcan condiciones para
determinar la semejanza de tridngulos y las tareas previas no han tenido este nivel de dificultad. Me-
diante preguntas a los alumnos Eva les cuestiona y orienta en la busqueda de condiciones, con lo cual
se manifiesta una manera de ensefar (CEM) basada en un supuesto de cémo los alumnos aprenden
las matemdticas (CCAM).

En la entrevista preguntamos a Eva sobre estrategias que usa para enseniar la semejanza de tridngulos:

Hay una actividad bien interesante, es de una tesis, que consiste en quitarle datos a los tridngulos y pregun-

tarles bajo qué condiciones son semejantes. Es una pregunta compleja para ellos y ha resultado exitosa casi

todos los afios porque ellos se cuestionan lo que ya sabian [comprobar la semejanza de tridngulos con todas

las medidas dadas].

En la respuesta de Eva se puede evidenciar su conocimiento acerca de que los alumnos aprenden
a partir de tareas complejas que les invitan a cuestionar sus conocimientos (teoria personal de apren-

dizaje).
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Por otra parte, a la pregunta ;7¢ apoyas en alguna teoria de la DM para la ensenanza de las matemd-
ticas?, Eva responde:

Me tomo mucho de la TSD, en términos de devoluciones sobre todo. Creo que uso y me baso un poco en
la teorfa de registros de Duval. Pero mds que nada, tengo el sello de la Resolucién de Problemas al estilo
japonés, definitivamente, pero porque lo hemos trabajado mucho. [El enfoque de RP] tiene mucha relacién
con las fases de la TSD, con las devoluciones, con la forma en que preguntan, con los problemas que les
dan en las clases.

En su respuesta se evidencia el conocimiento de algunas teorias formales de ensenanza, tales como
la teorfa de situaciones diddcticas (TSD), teoria de registros (TR), enfoque de resolucién de problemas
(RP). Asimismo, Eva atribuye sus estrategias de ensefianza y la seleccién de tareas a su conocimiento
de dichas teorfas.

Tabla 4.
Relaciones entre la categoria (7) del CCAM vy las categorias (7) y (iii) del CEM
Subdominio CCAM CEM
Categoria (i) Teorias de aprendizaje | (1) Teoria de enseflanza | (i7i) Estrategias, técnicas y tareas para la ensefianza
de un contenido matemdtico

Indicador Conoce que los alumnos | Conoce teorfas formales | Conoce tipos de tareas | Conoce estrategias de
aprenden a partir de tareas | de ensefianza —enfoque | desaflantes para propi- | ensefianza a través de
complejas que cuestionen | de RP, TSD, TR— ciar el aprendizaje de | preguntas orientadoras
sus conocimientos (teorfa semejanza de tridngulos | y de cuestionamiento
personal)

Esta tabla presenta las relaciones establecidas entre la categoria del CCAM (i) teorias de aprendizaje
y las categorias del CEM (i) teorias de ensenanza y (i7i) estrategias, técnicas y tareas para la ensefianza
de un contenido matemitico.

Relaciones entre la categoria (i7) del CCAM vy las categorias (7) y (i77) del CEM

En el siguiente extracto [1787-1864], Eva plantea una tarea que requiere medir dngulos y trazos entre
rectas paralelas mediante el uso de regla y transportador:

1787 Eva  Es una actividad mds bien exploratoria. Voy a pasar a cada uno una guia, regla

1788 y transportador.

1813 Y entonces, responda: ;cudles son los dngulos del tridngulo ABC?
1814 :Cbémo va a poder responderlo? ;Qué se usa para medir los dngulos?

1815 Als  Transportador. [Los alumnos trabajan en grupos].
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1858 Eva ;Cudles son los tres dngulos del tridngulo pequeno? 32°, 98°, 52°. ;Cudles son los

1859 dngulos del tridngulo mds grande? 32°, 98°, 50°. Por lo tanto, ;qué medidas le
1860 corresponde al dngulo de 32°? Y usted tenfa que medir con la regla. El tridngulo
1861 grande, frente al de 32°, estd ese segmento, ;si? ;Cudnto mide ese segmento?
1862 ;Lo midieron?

1863 Al 6,5

1864 Eva ;6,52 Pero aproximado, porque estamos estimando.

Este extracto da indicio del conocimiento de Eva de tareas que propician aprendizaje de las mate-
mdticas, correspondiente a la categoria (777) del CEM. La intencién de Eva es que los alumnos puedan
explorar, a partir del uso de regla y transportador, la semejanza de tridngulos, la proporcionalidad de
segmentos y las condiciones del teorema de Thales sin su formalizacién, aplicando sus conocimientos
previos.

En la entrevista, a la pregunta ;Qué aprendizaje esperaba a partir de esta tarea'y cudl fue el objetivo?,
Eva responde:

[La tarea] sirve como ejercicio de aplicacién porque ellos miden, ven que aproximadamente hay una pro-
porcién, que los dngulos son los mismos, entonces son semejantes. Ademds, intencionalmente, hay trazos
que no son los lados de los tridngulos, por ejemplo, el EF y el GH, entonces ahi escapamos de lo que sa-
bfan. Porque no solo son proporcionales los trazos que forman los tridngulos, sino que son proporcionales
aquellos que estdn entre medio de las paralelas con otro que también estd al frente y que no son parte de
ningtn tridngulo.

La idea era que se dieran cuenta de que cuando hay paralelas, esos trazos son proporcionales. Ellos ya sabian
el teorema de las paralelas, solo que acd lo aplican. Por eso usan el transportador. Al ver que esos dngulos
miden lo mismo, concluyen que son paralelas. Después, miden los trazos y hacen ciertas divisiones que
estdn intencionadas para que vean que, aproximadamente, hay proporcién.

Este fragmento evidencia el CEM de Eva dada la intencionalidad de la tarea planteada (i7).

Asimismo, el extracto de la clase y los fragmentos de la entrevista evidencian el conocimiento de
Eva de los recursos materiales usados, regla y transportador, y del rol atribuido a estos instrumentos a
la hora de resolver la tarea planteada, la categoria (iZ) del CEM.

A la pregunta de la entrevista ;Qué explicacion les da a los alumnos cuando usan aproximaciones para
plantear la proporcién?, Eva respondid:

Son medidas aproximadas porque no contamos con herramientas manuales precisas. Hay programas que
lo hacen, pero solo aproximamos dado el margen de error que siempre hay en la utilizacién de instrumen-
tos. Por eso hablo de manera aproximada y ellos ocupan las medidas que tienen y comparan entre si si son
cercanas o no.

Asimismo, Eva aborda la pregunta ;Cudl es el rol que asignas a estos instrumentos para la ensenanza
del teorema de Thales? de la siguiente manera:

Una intencién es que fuera mds exploratoria atin, que no fuera una cosa que yo les doy y miremos este
tridngulo y yo les diga que estos dngulos son los mismos, etc. Entonces tiene también el grado de dificultad
que no pasa solo en el ejercicio que yo doy, sino que pasa realmente cuando yo mido. Tiene un sentido de
acercamiento con la realidad.

En sus respuestas se evidencia el conocimiento de las potencialidades (la posibilidad de verificar las
hipétesis del teorema de Thales) y limitaciones (obtencién de medidas inexactas) de estos recursos para
la ensenanza de la semejanza y del teorema de Thales.
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Por otro lado, en la entrevista Eva muestra conocer las siguientes dificultades de los alumnos a la
hora de realizar mediciones:

Por ejemplo, toman la regla y miden desde el 1 o miden desde el borde, donde todavia no empieza el 0 o
el transportador, no tienen idea de cémo usarlo. ;Qué es?, ;para qué sirve?, ;cémo se usa? El centro, ;qué
es?, ;dénde se coloca? Tiene dos corridas de ntiimeros el trasportador y se equivocan porque toman los que
no corresponden.

Su respuesta da evidencia de que Eva conoce que el uso de estos instrumentos de medicién presenta
dificultades en sus alumnos para plantear proporciones (CCAM).

Tabla 5.
Relaciones entre la categoria (77) del CCAM vy las categorias (77) y (i) del CEM
Subdominio CCAM CEM
Categoria (#i) Fortalezas y dificultades (i7) Recursos diddcticos | (#ii) Estrategias, técnicas y tareas
Indicador Conoce las dificultades de los | Conoce recursos mate- | Conoce tipos de tareas para propiciar
alumnos para hacer mediciones con | riales —regla y transpor- | el aprendizaje del teorema de Thales y
el uso de regla y transportador tador— desarrollar habilidades de medicion

Asi, se establecen relaciones de la categorfa del CCAM (i7) fortalezas y dificultades asociadas al
aprendizaje de un contenido matemdtico con las categorias del CEM (i7) recursos diddcticos y (i)
estrategias, técnicas y tareas para la ensefianza de un contenido matemadtico (tabla 5).

De este modo, en este estudio, en el desempeno de Eva se han evidenciado diversas relaciones entre
los dos subdominios que se discuten a continuacién.

DISCUSION

Los resultados de la investigacién muestran varias relaciones entre los subdominios del CCAM vy del
CEM. La figura 2 resume las relaciones descritas entre las categorias del CCAM vy las categorias del
CEM a partir de sus indicadores.

Conocimiento de las caracteristicas Conocimiento de la ensefianza
del aprendizaje de las matemadticas de las matemiticas

Fig. 2. Relaciones entre las categorias del CCAM vy las del CEM. Elaboracién propia
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Como indica la primera relacién de la figura, el conocimiento de Eva de teorias formales de ense-
fianza ha influido en sus decisiones a la hora de usar estrategias de ensenanza y plantear tareas, poten-
ciando su teoria personal de aprendizaje de las matemadticas. Asi, el conocimiento del enfoque de RP
ha permeado su ensefianza, pues, a partir de tareas complejas y el cuestionamiento, Eva, en el intento
de que los alumnos aprendan, proporciona elementos a su teoria personal de aprendizaje.

Si bien es esperable que la ensenanza se construya a partir de las teorfas (formal o personal) de
aprendizaje, en este caso se vio que la teoria formal de ensefianza potenci6 la teoria personal de apren-
dizaje de Eva. En efecto, prevalecieron las teorias formales de ensefianza y emergieron esbozos de
nociones de aprendizaje. Ello podria atribuirse a su formacién de posgrado en Didéctica de la Mate-
mdtica, que proporciona conocimientos acerca de distintos marcos tedricos que en su mayoria pueden
ser considerados como teorias de ensefanza de las matemdticas.

Ademds, sus experiencias en un grupo de estudio de clase basado en el enfoque de RP (Isoda y
Olfos, 2009) han influido en su manera de incorporar las estrategias de ensefianza de las matemdti-
cas en sus clases. Es interesante observar que, aunque en sus estudios de posgrado se aborda la teoria
APOE, Eva no la mencioné, y tampoco se observé en sus clases que aplicara esta u otra de las teorfas
de aprendizaje de las matemdticas. Este hecho parece indicar cierta lejania de las teorias formales con
las practicas de los profesores, mientras que la participacién de profesores en equipos de investigacién
puede constituir un puente entre teoria y prctica (Godino, 2010), lo que concuerda con el hecho de
que Eva destaque empatizar con el enfoque de RP que trabaja en su grupo de estudio de clases.

Los resultados del estudio muestran que Eva ha utilizado frecuentemente en su ensenanza la es-
trategia de cuestionamiento, vinculado con su conocimiento de caracteristicas del aprendizaje de las
matemdticas. Asi, el conocimiento de Eva sobre el lenguaje comtn y las dificultades de sus alumnos
le ha llevado a usar la estrategia de cuestionamiento para enfrentar a los alumnos con los propios
planteamientos y solventar sus dificultades. Mientras, el conocimiento de Eva acerca de las estrategias
habituales de los alumnos y sus errores le ha permitido usar esta misma estrategia de ensefianza para
flexibilizar las formas de pensar de los alumnos.

Asimismo, el conocimiento acerca de las dificultades de los alumnos en las mediciones con recursos
materiales lleva a Eva a plantear tareas donde la medicién de dngulos y segmentos tiene un papel im-
portante para los aprendizajes esperados.

Y en la tltima relacién, el uso de la analogia como estrategia de ensefianza se relaciona con su cono-
cimiento de los intereses de sus alumnos. Eva presenta una analogia de ampliacién de letras en Word
para enfatizar el uso del concepto de semejanza en aplicaciones digitales en la vida cotidiana.

Como se observa, los subdominios CCAM y CEM se potencian mutuamente, aunque de las rela-
ciones establecidas en este estudio el CCAM potencia mds al CEM. Respecto a las interrogantes que
nos llevaban a ahondar en la comprensién de la compleja red de relaciones dentro del conocimiento
del profesor, las evidencias empiricas dan cuenta de que las decisiones del profesor estén condicio-
nadas por su conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje. Asi, el uso de alguna estrategia (e.g.
cuestionamiento o analogia) para la ensenanza del tema ha estado condicionado por su conocimiento
de las caracteristicas de aprendizaje de ese tema (e.g. dificultades, lenguaje comun o intereses de los
alumnos). Asimismo, al proponer una tarea para abordar cierto concepto matematico, ha estado invo-
lucrado su conocimiento de las dificultades de aprendizaje del concepto.

Por otra parte, el estudio aporta nuevas evidencias de relaciones entre algunos de los aspectos que
Baumert ez /. (2010) destacan sobre la instruccién matemdtica efectiva, en concreto la evidencia de
la relacién entre el conocimiento de las tareas matemadticas para el aprendizaje y el conocimiento de
las concepciones de los estudiantes. Andlogamente, las relaciones encontradas permiten vincular las
diferentes facetas del conocimiento diddctico-matemdtico de Godino ez al. (2007); o profundizar en
la articulacién del conocimiento sobre cémo los estudiantes piensan y aprenden, con el disefio y la
gestion de entornos de aprendizaje (Schoenfeld y Kilpatrick, 2008).
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Como se ha podido apreciar, el conocimiento del profesor determina algunos aspectos de su gestién
del proceso de ensenanza-aprendizaje, permitiendo estudiar las regularidades y la naturaleza de las in-
teracciones que se generan durante el proceso de ensefianza-aprendizaje, y cémo dichas interacciones
permiten dar cuenta del papel del profesor en la constitucién de unas determinadas pricticas matemsi-
ticas en el aula (Llinares, 1999). La riqueza de las evidencias empiricas emergidas permite profundizar
en las relaciones especificas del conocimiento del profesor.

El modelo MTSK ha sido una herramienta analitica para estudiar el conocimiento del profesor,
el cual no solo se manifiesta en situaciones complejas, sino que, en si mismo, es complejo, integrado
por multiples dimensiones. Indagar en las relaciones entre los subdominios del MTSK contribuye a
visualizar tal complejidad.

En concreto, el estudio aporta especificidad en las relaciones entre el conocimiento de la ensefianza
y de las caracteristicas del aprendizaje de las matemdticas, las cuales se potencian y se condicionan mu-
tuamente; da cuenta de las relaciones que guardan estos conocimientos en la accién del profesor, vin-
culando la investigacién de una forma directa con la prictica del profesor (Sosa et al., 2015). Ademds,
al establecer las relaciones mencionadas se aporta con un banco de ejemplos (episodios) potencialmen-
te Gtiles en contextos de formacion inicial y continua del profesorado. Nuevas investigaciones podrian
indagar en cémo estas relaciones se forman tanto en los futuros profesores como en los profesores en
servicio.

La reflexién sobre el conocimiento implicado en sesiones reales, particularizando en dichas relacio-
nes, es un buen punto de partida para (re)construir el conocimiento profesional por parte del profeso-
rado. Se trata de una reflexion sobre una base no exclusivamente tedrica, sino vinculada a la prictica,
donde profesores y alumnos ponen en juego, entre otras cosas, sus conocimientos y motivaciones,
haciéndose patente la complejidad y el dinamismo del conocimiento.
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Teacher knowledge is a relevant factor in teacher’s professional achievement and in promoting mathematical
learning in their students as well. The discussion about what this knowledge consists of has contributed to the
development of different conceptualizations of teacher knowledge, for example, Mathematical Knowledge for
Teaching (MKT), elaborated by Ball and colleagues; Mathematics Teacher Specialized Knowledge (MTSK),
developed by Carrillo and colleagues; and Knowledge Quartet (KQ), created by Rowland and collaborators.
These conceptualizations principally agree in considering in their proposals content knowledge and pedagogical
content knowledge to be taught. This study recognizes the complexity of the processes of teaching and learning,
as well as the importance of the teacher having knowledge both of teaching and of learning mathematics, and ar-
gues for the need for studying the relationship between the two. Based on the MTSK model, we seek to establish
relationships between a high-school teacher’s knowledge of mathematics teaching (KMT) and her knowledge of
the features of learning mathematics (KFLM) on the topic of the similarity of triangles.

Through an interpretative approach, considering teacher knowledge as a complex and situated object of stu-
dy, we investigate the knowledge of a tenth-grade (students 14 to 15 years old) mathematics teacher in a Chilean
public school. The choice of the case is due to the teacher’s academic characteristics (she graduated top in her
class in pedagogy of mathematics, has a master’s degree in didactics of mathematics, and forms part of a lesson
study group), which makes us think that she has a notable knowledge of the elements of the subdomains that
are the object of study. Data collection was done through the non-participant observation method and a semi-
structured interview. Based on content analysis, units of analysis associated with the subdomains in question
have been identified, taking into consideration the difference between evidence and signs of knowledge. The
units of analysis identified as signs of knowledge were incorporated into the interview and confirmed as evidence
of knowledge.

The results of this study allow for connecting research and teachers’ practices, in that they account for specific
relationships among subdomains and their categories, and how these promote decisions in the classroom. The
KFLM and KMT subdomains mutually reinforce one another, although based on the relationships established
in this study, KFLM strengthens KMT more than vice-versa. Empirical evidence shows that the teacher’s deci-
sions are conditioned by her knowledge of the characteristics of learning. Thus, the use of a certain strategy (e.g.
questioning or an analogy) for teaching the topic has been conditioned by her knowledge of the characteristics
of learning that topic (e.g. students’ difficulties, common language, or interests). In this way, in proposing a
task for addressing a certain mathematical concept, her knowledge of the difficulties of learning the concept
has been involved. Additionally, establishing the aforementioned relationships contributes to a collection of
examples (episodes) that are potentially useful in contexts of initial and continuing teacher education. Reflection
on knowledge implied in real classes, focusing on these relationships, is a good starting point for (re)building
teachers’ professional knowledge.
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