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RESUMEN e Presentamos un estudio que indaga sobre los significados que le atribuyen al signo de
igual, en un contexto algebraico, un grupo de estudiantes de ensefianza secundaria (13-14 anos) en
un liceo de Uruguay. Focalizamos en dos sesiones de trabajo que desarrollamos con todo el grupo. Los
resultados ponen de manifiesto que las tareas enfocadas a similitudes y diferencias, entre ellas las de
clasificar y las que requieren comparar y contrastar, mediadas por una practica de indagacion, genera-
ron genuinas discusiones que despertaron el interés de los estudiantes, lo que a su vez permitié abordar
aspectos conceptuales relacionados con el signo de igual que contribuyeron a su comprensién.

PALABRAS CLAVE: signo de igual; disefio de tareas; conversacion; pensamiento relacional; ensefian-
za secundaria.

ABSTRACT e We present a study about the meanings attributed to the equal sign, in an algebraic
context, by a group of students of secondary school (13-14 years) in Uruguay. We focus on two work
sessions we developed with the whole group. The results show that tasks focused on similarities and
differences, including those of classifying and those that need to compare and contrast, mediated by a
practice of inquiry, generated genuine discussions that aroused the interest of students, which in turn
allowed them to approach to conceptual aspects related to the equal sign that contributed to their
understanding,.
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INTRODUCCION

Como docentes de ensefanza secundaria, hemos identificado algunas dificultades que afrontan los
estudiantes de segundo afo (13-14 afios) al iniciarse en el trabajo algebraico. Por ejemplo, cuando
enseflamos a sumar polinomios, tras obtener el polinomio suma, es habitual que los alumnos nos
pregunten «;Y cudnto da?», pues no conciben que un polinomio con mds de un término sea el resul-
tado de una operacién. Asimismo, cuando nos adentramos en la resolucién de ecuaciones, como por
ejemplo 20 = 4x + 12, es frecuente que para resolverla ellos tiendan a reescribirla como 4x + 12 = 20,
sin reconocer ademds que ambas son equivalentes. Estos ejemplos podrian vincularse con la tendencia
de los estudiantes a interpretar el signo de igual como el indicador del resultado de una operacién, en
lugar de interpretarlo como el indicador de una relacién de equivalencia. Estas visiones corresponden
a lo que Behr, Erlwanger y Nichols (1976) denominan comprensién operacional o comprensién rela-
cional del signo de igual, respectivamente.

Varios estudios reportan ciertas dificultades de los estudiantes en el dlgebra relacionadas con la
comprensién del signo de igual (Kieran, 1981; Rojano y Gallardo, 1988; Sfard y Linchevski, 1994;
Linchevski y Herscovics, 1996; Knuth, Alibali, McNeil, Weinberg y Stephens, 2011; Burgell y Ocho-
viet, 2015). En la mayoria de estos trabajos se aborda la problemdtica en un contexto aritmético e
incipientemente en un contexto algebraico de ecuaciones. En este trabajo indagamos qué significados
atribuyen al signo de igual, en un contexto algebraico de ecuaciones y polinomios, un grupo de estu-
diantes de 13-14 anos que ya habian estudiado estos tépicos. Reportamos los resultados de esta inves-
tigacién tanto por el interés que comportan dichos hallazgos para la prictica de los docentes, como
para estrechar lazos entre las pricticas de ensenanza y la investigacién en Diddctica de la Matematica.

ANTECEDENTES TEMATICOS RELATIVOS A LAS DIFICULTADES DE LOS
ESTUDIANTES CON EL SIGNO DE IGUAL EN UN CONTEXTO ALGEBRAICO

Kieran (1981) sostiene que una interpretacion operacional del signo igual permite a estudiantes de
ensefianza secundaria atribuirles sentido a ecuaciones como 3x + 5 = 26, pero no asi a ecuaciones como
3x+5=2x+12.

Rojano y Gallardo (1988) y Sfard y Linchevski (1994) encuentran que, en el contexto de una
ecuacidn, los estudiantes reconocen como necesario obtener el mismo valor a cada lado del signo de
igual, pero admitiendo que la variable pueda tomar mds de un valor cada vez en una misma expresidn,
es decir, un valor distinto a cada lado del signo de igual.

Herscovics y Linchevski (1994) y Sfard y Linchevski (1994) reportan dificultades de estudiantes
de ensenanza secundaria para resolver ecuaciones donde la variable aparece solamente en el segundo
miembro, asocidndolas a una comprension operacional del signo de igual.

Knuth ez a/. (2011) destacan que una interpretacion relacional del signo de igual, en estudiantes
de ensefanza secundaria, favorece el desempeno con ecuaciones y tareas relativas a ecuaciones equiva-
lentes.

Burgell y Ochoviet (2015) muestran que los alumnos de primer ano de ensefanza secundaria que
participan de su estudio interpretan el signo de igual como el indicador del resultado de una operacién
y no como el indicador de una relacién de equivalencia, interpretacién que resulta imprescindible para
el abordaje del dlgebra. También sefialan que los docentes no le brindan al tema una atencién especial.
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MARCO CONCEPTUAL

El presente trabajo se inscribe en la nocién de pensamiento relacional segiin se propone en Molina
(2006). El desarrollo de este tipo de pensamiento, de cardcter algebraico, es fundamental para el
trabajo en dlgebra dado que tiene lugar, particularmente, en la transformacién de expresiones y en la
resolucién de ecuaciones, que es el contexto en el que nos ubicamos.

La actividad intelectual de examinar expresiones aritméticas (algebraicas), considerdndolas como totalida-
des, detectar de manera espontdnea o buscar relaciones entre ellas o entre sus términos, y utilizar dichas
relaciones con una intencionalidad, como puede ser resolver un problema, tomar una decisién o aprender
mds sobre la situacién o los conceptos involucrados (Molina, 2006: 65).

En este marco, adoptamos como perspectiva la clasificacién de los significados y usos del signo de
igual en el contexto escolar de Molina (2006) y Molina ez al. (2009). Esta clasificacién fue elaborada
teniendo en cuenta los significados del signo de igual que son reconocidos y utilizados por la comu-
nidad matemadtica, y también aquellos que son otorgados por los alumnos o utilizados en los libros de
texto de la matemdtica escolar. A continuacién, describimos brevemente cada uno de ellos:

1.

Propuesta de actividad. Se refiere al uso del signo en expresiones incompletas que incluyen so-
lamente a la izquierda del signo de igual una cadena de nimeros y/o simbolos vinculados por
simbolos operacionales.

Ejemplo: x(x + 1) — 3x(x + 5) =.

Operador. Se refiere al uso unidireccional del signo de igual en igualdades que incluyen una
cadena de operaciones a la izquierda del signo de igual, y su resultado a la derecha.

Ejemplo: x(x — 2) + 3x* = 4x* — 2x.

Expresidn de una accion. Este significado estd presente cuando el signo de igual separa una cade-
na de operaciones y su resultado, pero aceptando que ambos se dispongan indistintamente a la
izquierda o a la derecha del signo de igual.

Ejemplo: 2x = x(x — 2) — x% + 4x; x(x — 2) — x* + 4x = 2.

En nuestro estudio nos referiremos a este uso inicamente cuando el resultado esté a la izquierda
del signo de igual. De lo contrario, nos remitiremos al significado de operador.

Separador. Se refiere al uso del signo dado por los estudiantes, en un contexto algebraico, para
separar los pasos realizados en la resolucién de una actividad.

Ejemplo: ¥+ 1 =x=x"—x+1=0.

Expresion de una equivalencia condicional. Se refiere al caso en el que la equivalencia expresada
por el signo de igual solo es cierta para algtin o algunos valores de la variable o las variables. Este
significado impone que la ecuacién correspondiente tenga un conjunto finito de soluciones,
pudiendo ser el conjunto vacio.

Ejemplo: x* + 4x = 5x — 6.

. Expresion de una equivalencia. Se refiere al uso del signo de igual para relacionar dos representa-

ciones diferentes de un mismo objeto matemadtico. Este significado se divide en cuatro acepcio-
nes que detallamos a continuacién:
6.a Equivalencia numérica. Relaciona dos expresiones aritméticas que arrojan el mismo va-
lor numérico.
Ejemplo: 4 + 5=3 + 0.
6.b Equivalencia simbélica. Relaciona dos expresiones algebraicas que tienen el mismo valor
numérico para todos los valores de la variable o las variables.

Ejemplo: x* + 2x = x(x — 2).
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6.c ldentidad estricta. Cuando las expresiones a ambos lados del signo de igual representan
el mismo objeto matemdtico con el mismo representante.
Ejemplo: x + 5 = x + 5.

6.d Equivalencia por definicion o por notacion. Indica la equivalencia de dos expresiones
numéricas o algebraicas por definicién o por el significado de la notacién utilizada.
Ejemplo: 100 e = 1 m.

7. Definicion de un objeto matemdtico. Cuando el signo de igual se utiliza para definir o asignar un
nombre a una funcién u otro objeto matemadtico.
Ejemplo: flx) = 2x + 3.

8. Expresion de una relacion funcional o de dependencia. Se refiere al uso del signo de igual para
indicar una relacién de dependencia entre variables o pardmetros.
Ejemplo: /= 2nr.

9. Indicador de cierta conexion o correspondencia. Hace referencia al uso del signo de igual entre
objetos no matemdticos o de distinta naturaleza, como por ejemplo entre imdgenes o figuras y
numeros, o entre expresiones matemadticas y no matematicas.

Ejemplo: B E & = 3.

10. Aproximacion. Corresponde al uso del signo de igual para relacionar una expresién aritmética
y una aproximacién de su valor numérico.

Ejemplo: 1/3 = 0,33.

11. Asignacion de un valor numérico. Cuando el signo de igual asigna un valor numérico a un simbolo.
Ejemplo: si x = 4, ;cudl es el valor numérico de x — 5?

Molina et al. (2006) senalan que el significado de expresién de una equivalencia es el tnico que
hace referencia a una relacién que cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva, y que en
los demds casos, la relacién no es reflexiva, y a veces, tampoco transitiva. También destacan que en
al menos seis de los significados presentados se utiliza el signo de igual en sentido unidireccional. El
significado de expresion de una equivalencia condicional, por su naturaleza bidireccional, por ejemplo,
podrd dar cuenta de una interpretacién relacional del signo de igual aunque no haga referencia a una
relacion de equivalencia.

Si bien Molina et al. (2006) utilizan indistintamente los términos uso y significado, en Parodi
(2016) se propone una interpretacién de estos términos, que es la que utilizamos en este trabajo. Por
ejemplo, cuando un alumno escribe una expresion matemdtica en la que utiliza el signo de igual, pone
en evidencia uno o mds significados del signo de igual. Un estudiante que afirma que en una ecuacién
el signo de igual significa que debe hallar el valor de la incégnita para el cual los dos miembros toman
igual valor numérico, puede no ser capaz de utilizar este signo para escribir una ecuacién que tenga
una solucién dada o para escribir el procedimiento de resolucién de una ecuacién. Con esto queremos
mostrar que no todo significado se traduce en un uso. En otras palabras, entendemos por significado
una elaboracién cognitiva, un concepto o una idea en relacién con un objeto matemdtico, mientras
que entendemos por uso la materializacién de un significado a través de la produccién escrita de una
expresién matemdtica. Esta distincién result6 funcional como herramienta analitica para distinguir
entre estos dos constructos.

PARTICIPANTES, DISENO DE LAS TAREAS Y GESTION DE LA CLASE

Trabajamos con un grupo de 31 estudiantes de segundo afo de ensefianza secundaria (13-14 afos)
que ya habian estudiado las ecuaciones, los polinomios y las funciones. El grupo estaba a cargo de uno
de los investigadores y correspondia a una institucién educativa privada de Montevideo, Uruguay. Los

54 ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 35.3 (2017): 51-67



La comprensién del signo de igual en la entrada al algebra

estudiantes se desenvolvian en un ambiente favorable al estudio, eran apoyados desde la institucién y
tenfan un muy buen nivel socioeconémico.

Desarrollamos dos sesiones de trabajo con todo el grupo de estudiantes. Cada sesion tuvo una dura-
cién de 80 minutos. Para estas sesiones diseflamos dos tareas enfocadas en la busqueda de similitudes y
diferencias (Zaslavsky, 2008): una tarea de clasificacién y una tarea que requiere comparar y contrastar.
Elegimos este tipo de tareas porque, segtin la autora, tienen potencial para generar intensos debates
entre los estudiantes y esto permite identificar maneras de pensar y grados en que los estudiantes com-
prenden los conceptos matemdticos. La metodologia empleada estuvo caracterizada por una practica
de indagacién (Szydlik, 2015), que consiste en escuchar, confrontar y cuestionar los planteamientos de
los estudiantes, sin emitir juicios acerca de lo correcto o incorrecto. Nos referimos a la jerarquizacién
de la conversacién en la clase de matemdtica, buscando el conflicto y el intercambio de ideas entre los
alumnos, exclusivamente.

Diseno de la tarea de clasificacién

Para la primera sesién nos inspiramos en las tareas de clasificacién (Zaslavsky, 2008). Estas tareas con-
sisten en proporcionar entre 20 y 30 tarjetas para que los estudiantes, reunidos en pequenos equipos,
las clasifiquen de acuerdo con todos los criterios que crean convenientes. Cada equipo debe registrar
por escrito los criterios de clasificacién y las diferentes categorias establecidas en cada caso, respetando
el orden en que fueron surgiendo. La puesta en comun, segin Zaslavsky, es un momento propicio para
abordar otros criterios de clasificacion y para considerar aspectos conceptuales de los objetos matema-
ticos involucrados. Este tipo de tareas, agrega, no consisten en llegar a una tnica solucién.

Disefiamos un juego de 25 tarjetas. Cada tarjeta contiene una expresion en la que interviene el sig-
no de igual. Buscamos abarcar la mayor cantidad de significados posibles del signo de igual de acuerdo
con el marco conceptual adoptado.

Cuadro 1.
Tarjetas para clasificar
Al B. C. D. E.
11+6=17 8=8 31=4x+7 16=7+9 3x+5=26
F. G. H. L J.
2x+15-9=31-9 3x2+4x2=2x2+5x2 5+0=2+3+9 2x+1=17 2x+12=x+x+5+7
K. L. M. N. 0.
17=2x+1 A 2x+x+5x2=0x2+2x 18=2x+4 Tx+2x=0x x+3=3x+3
P. Q. R. S. T.
x+ 18+11=27+11 S(e+x+5+7)=5(2x+12) 1+4+x=2+3+x 1+4=2+3 4x=x+3x
U. V. W. Y. Z.
5(2x+12)=5(x+18) S+x=5+x 3x+5=2x+x+5 2x+15=31 X=X

Incluimos cinco expresiones en un contexto aritmético y veinte en un contexto algebraico sobre
ecuaciones y operaciones con polinomios. El disefio de las tarjetas posibilita una visién estructural
de las expresiones en tanto que permite que los estudiantes observen tanto caracteristicas superficiales
como ocultas (Liebenberg, Linchevski, Olivier y Sasman, 1998). Por ejemplo, los estudiantes podrian
apreciar una caracteristica superficial, como que a izquierda y derecha del signo de igual tenemos «la
misma cantidad de equis» (como en la tarjeta W), y también podrian observar una caracteristica oculta
como que 3x es igual a 2x + x porque se cumple la propiedad distributiva de la multiplicacién frente a
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la adicién. Esto permite, asimismo, poner el foco en el desarrollo de un pensamiento relacional (Molina,
20006; Jacobs, Franke, Carpenter, Levi y Battey, 2007) pues tanto las expresiones seleccionadas como el
tipo de actividad que se solicita (clasificar) demandan que los estudiantes establezcan relaciones entre
y dentro de estas expresiones, por ejemplo, al incluir en un mismo subgrupo dos expresiones de una
equivalencia simbdlica, como podrian ser las de las tarjetas G y R.

Los significados del signo de igual que estdn involucrados en este disefio son: operador, expresién
de una accién, expresion de una equivalencia condicional, expresién de una equivalencia numérica,
expresién de una equivalencia simbdlica e identidad estricta. Asociamos cada expresién con una letra
del alfabeto pero evitando el uso de la letra x, por ser esta la que se utiliza para representar la variable
de las expresiones de contexto algebraico. El siguiente cuadro resume el significado del signo de igual
y el contexto en el que se ubica cada expresién:

Cuadro 2.
Significado del signo de igual y contexto
en el que se presenta cada expresion para la tarea de clasificacién

Significado signo de igual Contexto
Contexto aritmético Contexto ecuaciones Contexto polinomios

Operador A (No corresponde) LN
Expresién de una accién D (No corresponde) L, TW
Expresion de una equivalencia condicional | (No corresponde) CEELKMOPUY (No corresponde)
Expresion de una equivalencia numérica H, S (No corresponde) (No corresponde)
Expresién de una equivalencia simbdlica (No corresponde) (No corresponde) R, G, Q
Identidad estricta B (No corresponde) Vv, Z

En un contexto aritmético, el signo de igual interviene como expresién de una equivalencia nu-
mérica en dos casos, pero en uno de ellos aparece un mismo ntiimero sumado a cada lado del signo
de igual para explorar si los estudiantes establecen cierta conexién entre esa expresion y algunas de las
que se presentan en un contexto algebraico. En el marco de las ecuaciones, el signo de igual interviene
siempre como expresién de una equivalencia condicional, lo que no impide abarcar una variedad de
situaciones: en algunos casos aparece la variable solo en el lado izquierdo o solo en el lado derecho,
mientras que en otros casos aparece en ambos lados; en un caso se suma un mismo nimero a cada
lado del signo de igual, mientras que en otros casos se resta o se multiplica un mismo nimero a cada
lado. En el marco de las operaciones con polinomios, definimos el signo de igual como expresién de
una equivalencia simbdlica solo cuando a ambos lados del signo aparecen expresiones por simplificar,
mientras que, si aparece un polinomio reducido en el lado derecho o el lado izquierdo interpretamos
el signo de igual como operador o como expresién de una accién, respectivamente. La consigna de la
tarea es la siguiente:

(A) Han recibido 25 tarjetas con una expresién en cada una de ellas.
Les pedimos que clasifiquen estas expresiones, de todas las maneras que crean posibles.
En cada clasificacidn:
— Explicitar el criterio empleado.
— Especificar los subgrupos que se forman de acuerdo con ese criterio.
— Indicar qué tarjetas estdn en cada subgrupo.
(B) De acuerdo con el uso que tiene el signo de igual en cada expresién, ;como clasificarian las
tarjetas? ;Por qué?
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La parte (A) de la tarea propone que los estudiantes clasifiquen, de acuerdo con los criterios que
estimen convenientes, las expresiones que aparecen en las tarjetas proporcionadas. Solicitamos a los
alumnos que indiquen las expresiones que incluyen en cada categoria de acuerdo con el criterio consi-
derado, para explorar si hacen algtin tipo de mencién a los significados del signo de igual involucrados
en cada uno de ellos. La parte (B) de la tarea propone discutir explicitamente, y de forma colectiva,
la relacién que existe entre las expresiones presentadas y los diferentes significados del signo de igual.
Esta parte de la tarea adquiere especial utilidad si al término de la puesta en comun de la parte anterior,
ningtin equipo ha considerado los significados del signo de igual como criterio de clasificacién, o en
caso que lo haya considerado pero de forma confusa o poco explicita.

Disefio de la tarea de comparar y contrastar

Para la segunda sesién nos inspiramos en las tareas que requieren comparar y contrastar (Zaslavsky,
2008). Estas tareas consisten en presentar dos o mds objetos matemdticos, y en pedirles a los estudian-
tes que realicen un listado con las diferencias y similitudes que logren identificar. Zaslavsky sostiene
que el disefio de este tipo de tareas requiere objetos que tengan algunas caracteristicas en comdn pero
que al mismo tiempo difieran en relacién con otros aspectos. Una tarea de comparacién anima a los
estudiantes a examinar los objetos presentados de forma abierta, agrega, y mientras buscan similitudes
y diferencias se ven en la necesidad de realizar cdlculos como medio para explorar objetos matemdticos.

Les presentamos a los estudiantes dos expresiones en un contexto algebraico donde interviene el
signo de igual: una ecuacidn y una operacién con polinomios. De acuerdo al marco conceptual desa-
rrollado anteriormente, no estamos considerando una operacién con polinomios y su resultado como
una ecuacién de infinitas soluciones, sino como una expresién que relaciona dos representaciones
diferentes de un mismo polinomio. Eso hace que, vistas en conjunto, las dos expresiones seleccionadas
sean consideradas como dos objetos matemdticos distintos, y no como dos ejemplos distintos de un
mismo objeto matemdtico.

Las expresiones son (A) 2x + 3x+ 7 = 5x+ 7y (B) 5x + 7 = 6x + 4. En la expresién A el signo de igual
interviene como expresién de una equivalencia simbdlica (o bien como un operador), mientras que en
la expresion B el signo de igual interviene como expresién de una equivalencia condicional. Queremos
indagar si los estudiantes identifican que esta diferencia estd relacionada con los significados del signo
de igual involucrados en las expresiones planteadas. Asimismo, en ambas expresiones interviene un
mismo polinomio a un lado del signo de igual, 5x + 7, y la variable aparece a ambos lados del signo de
igual, para explorar si los estudiantes interpretan estas caracteristicas como similitudes. La consigna de
la tarea es la siguiente:

(A) ;Qué diferencias y qué similitudes encuentran entre las siguientes expresiones?
A 2x+3x+7=5+7
B.5x+7=0x+4
B) Si digo: «Uso que se le da al signo de igual en la expresion» ;serfa una similitud o una diferencia?
g q g g ¢
:Dénde ubicarian este enunciado? ;Por qué?

La parte (A) de la actividad se plantea para que los estudiantes comparen las dos expresiones presen-
tadas e identifiquen todas las similitudes y diferencias que les sean posibles. Les pedimos que muestren
los planteamientos realizados, teniendo en cuenta lo que sostiene Zaslavsky (2008) en cuanto a que,
mientras los estudiantes buscan diferencias y similitudes, se ven en la necesidad de realizar cdlculos que
contribuyen a un propdsito mds amplio que el solo hecho de comparar los objetos matemdticos consi-
derados. En particular, queremos explorar si los estudiantes hacen alguna mencién a los significados o
usos del signo de igual en las dos expresiones dadas, como criterio de comparacidn.
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Cuadro 3.

Planilla entregada a los estudiantes para registrar sus observaciones

Diferencias Similitudes Planteos o comentarios extra

La parte (B) de la actividad propone que los estudiantes se focalicen especificamente en los signi-
ficados del signo de igual involucrados en cada expresién, por si no lo han hecho en la parte anterior.
Esta parte de la actividad adquiere especial utilidad en aquellos estudiantes que por iniciativa propia
no hayan identificado el uso del signo de igual como una diferencia o como una similitud de las expre-
siones dadas, o bien en aquellos alumnos que lo hayan hecho pero de forma confusa o poco explicita.

Gestién de las dos sesiones de trabajo

Szydlik (2015) sefiala que la cultura matemadtica escolar se caracteriza por conversaciones y pricticas,
aunque tradicionalmente se enfatiza esta Gltima. Por ello la autora propone una clase que jerarquice
la conversacién entre docente y alumnos. Sugiere comenzar la clase con una pregunta que permita
discutir y reflexionar sobre el uso de los simbolos, las representaciones o el lenguaje matemadtico. Ella
senala que con esta metodologia, los estudiantes pueden reconocer las fortalezas y las debilidades de sus
propias interpretaciones, al tiempo que los profesores pueden conocer un poco mds sobre la forma en
que piensan sus estudiantes. Szydlik concluye que una prictica de indagacién sostenida permitird que
las reglas matemadticas dejen de ser proporcionadas por el docente y que la comprensién matemdtica
sea desarrollada por los estudiantes.

A la luz de las consideraciones metodoldgicas presentadas, acordamos que las sesiones de trabajo
estuvieran mediadas por una préctica de indagacién (Szydlik, 2015). Indagamos abiertamente a los es-
tudiantes sobre los usos y los significados que le atribuyen al signo de igual en un contexto algebraico,
limitdndonos a escuchar, confrontar y cuestionar sus planteamientos. En otras palabras, jerarquizamos
la conversacion en clase de matemadtica, alejdndonos del rol docente tradicional que se ocupa de validar
e institucionalizar; en esta ocasién funcionamos mds como un moderador, a fin de generar debates
entre los propios estudiantes.

PRIMERA SESION DE TRABAJO

En esta sesién se presenté la tarea de clasificacién (Zaslavsky, 2008) mediada por una prictica de
indagacién (Szydlik, 2015). Los estudiantes se organizaron en seis equipos y dispusieron de veinte
minutos para resolver la primera parte de la tarea. Transcurrido ese tiempo, solicitamos a cada equipo
que entregara sus producciones escritas para evitar recorrecciones que pudieran generarse durante la
puesta en comun. Esto nos permitié recabar evidencias relativas a las impresiones inmediatas de los
estudiantes sobre la tarea planteada. En la puesta en comin, cada equipo fue presentando los criterios
de clasificacién que recordaba haber considerado, y que no habian sido planteados por otro equipo de
forma previa. Agotada la discusion sobre estos criterios, se plante6 oralmente la parte (B) de la tarea
para discutir de forma colectiva.

Transcribimos y analizamos extractos que incluyen la intervencién de alumnos que participaron en
representacion de sus respectivos equipos de trabajo, por lo que sus puntos de vista fueron compartidos
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por un minimo de cuatro o cinco estudiantes. Las producciones escritas de los alumnos fueron consis-
tentes con estas intervenciones. La diferencia radicé en que la puesta en comin generd una instancia
de profundizacién acerca de lo que sustentaba cada criterio de clasificacién considerado. En otras
palabras, se hizo explicito el pensamiento que subyacia en las intervenciones de los alumnos, lo que da
cuenta de la potencialidad de las tareas y la metodologia empleada. Expondremos a continuacién los
principales hallazgos a los que nos condujo esta instancia de trabajo con los alumnos.

Lado derecho como «resultado» de la ecuacién

Martina es la primera alumna en participar durante la puesta en comidn de la primera sesién, para
explicar los criterios de clasificacién adoptados por su equipo al realizar la tarea correspondiente. Uno
de ellos es el que plantea a continuacién:

Martina: O sea, nosotros una parte de la tarjeta como que la reduciamos y después haciamos la
cuenta y verificidbamos si el resultado era par o impar y listo, lo dividiamos en los gru-

pos.

Profesor: Digannos alguna tarjeta donde ustedes creen que el resultado es par.
Martina: F (en referenciaa 2x + 15 -9 = 31 - 9).

Profesor: Por ejemplo la F, en donde el resultado cudl seria. ..

Alfonso: Complicada esa..., la D por ejemplo (en referenciaa 16 =7 +9).

Profesor: La D.

Alfonso: 22.

Martina: 22 es par.

Profesor: El 22 seria la F y por eso la pusieron dentro de las que tienen resultado par.
Equipol:Si.

Profesor: Bien, ;alguna otra? Me dijeron la D, ;cudl seria el resultado ahi?

Varios alumnos del equipo 1: 16.

Observamos que el criterio considerado por los integrantes de este equipo tiene que ver con la
presencia de un valor numérico par o impar, a la izquierda o a la derecha del signo de igual, antes
o después de reducir la expresién correspondiente. Por ejemplo, Martina sostiene que la expresién
2x + 15 -9 = 31 — 9 tiene resultado par porque después de reducir el segundo miembro se obtiene
22, que es un nimero par. Asimismo, Alfonso senala que la expresién 16 = 7 + 9 es otro ejemplo de
este subgrupo, debido a que el niimero 16 que figura en el primer miembro es par. Los estudiantes de
este equipo son consultados sobre la posibilidad de identificar expresiones que, desde sus perspectivas,
tengan «resultado impar». Martina, en representacién de su equipo, prosigue con su intervencién:

Martina: La A.

Profesor: La A: 11 + 6 = 17 ;otra?

Martina: La W (en referencia a 3x + 5 = 2x + x + 5).

Profesor: W, spor qué esa les quedd con resultado impar?

Martina: Me confundji, espera, no veo nada.

Profesor: 3x + 5 = 2x + x + 5.

Martina: Listo, esa no era impar. La Y es impar (en referencia a 2x + 15 = 31).

Martina sigue ejemplificando de forma acorde al criterio empleado por su equipo. Sostiene que la
expresién 2x + 15 = 31 tiene resultado impar debido a que el ndmero 31, que figura en el segundo
miembro, es impar. Por el mismo motivo, senala que la expresién 11 + 6 = 17 es otro ejemplo de este
subgrupo. Martina y Alfonso hacen una aclaracién respecto al criterio presentado:
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Martina: Hay otro grupo que es el de los que no sabemos si es par o impar porque no sabemos el
resultado.

Alfonso: x = x no sabes si es par o impar.

Profesor: Ustedes tienen una categoria mds en ese criterio. ..

Alfonso: Si, son 5.

Profesor: ;Qué otra?

Martina: La V.

Profesor: La V: 5 + x = 5 + x, ;ahi la explicacién cudl seria?

Martina: O sea, como no sabemos qué niimero es x, no sabemos cudl es el resultado.

Martina y Alfonso, en representacién de su equipo, sefialan que existen cinco expresiones cuyo
resultado no pueden clasificar como par o impar, debido a que desconocen el valor de la variable que
interviene en cada una de ellas. Se trata de expresiones donde la variable aparece en ambos miembros,
sean estas ecuaciones u operaciones con polinomios. El resto de la clase es consultada sobre el criterio
presentado por este equipo:

Rodrigo: Para mi no es muy certero ese criterio porque en la ecuacién no sabes bien cudl es el
resultado, no puedes saber si el resultado es par o impar. (Discuten varios al unisono).

Profesor: Vamos a ver, de a uno, es interesante la discusién pero de a uno. Jaime.

Jaime:  Estds haciendo un criterio de algo que no sabes... en este como que no sabes los resul-
tados.

Profesor: Claro, pero ellos dicen que tienen un par de tarjetas que no saben dénde ponerlas. ..

Rodrigo: Pero cualquiera que tenga equis de los dos lados no vas a saber cudl poner, porque no
sabes si el nimero es par o impar.

Rodrigo y Jaime sostienen que el criterio de «resultado par e impar» presentado por el equipo de
Martina es impreciso, dado que en ciertos casos el «resultado» se desconoce y averiguarlo es muy costo-
so. Ambos estudiantes dejan entrever que la variable debe tomar un valor en particular en cada expre-
sién, incluso cuando se trata de una operacién con polinomios, con lo cual no estdn distinguiendo entre
expresién de una equivalencia y expresién de una equivalencia condicional. Asimismo, estos alumnos,
al igual que Martina y el resto de los integrantes de su equipo, sostienen que aun en el contexto de una
ecuacion el signo de igual estd indicando un «resultado», lo que es propio de una visién operacional.
Observamos que esta vision limitada del signo de igual, unida al uso de la palabra resultado y a su
significado usual de operador en el contexto aritmético, representan un problema para los estudiantes,
en tanto que obstaculizan la comprensién del concepto de solucién de una ecuacién. En particular, la
asociacion de la palabra resultado con todo lo que aparezca escrito al lado derecho del signo de igual.

Equivalencia simbélica y equivalencia condicional

Candelaria y Faustina también intervienen para exponer los criterios de clasificacién considerados por
su equipo. Uno de ellos es el que explican a continuacién:

Candelaria: Pusimos los que x puede valer cualquier nimero y se sigue cumpliendo la igualdad, y
los que tiene que ser un nimero especifico.

Faustina:  Eso es cuando tiene la misma cantidad de x de cada lado, entonces puede ser cualquier
namero porque tiene la misma cantidad de x. Y si ponle, tiene 2x de un lado y 3x de
otro, capaz que tiene que ser uno especifico, tienes que hacer la cuenta para saber qué
ndmero es.
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Observamos que el criterio de clasificacién introducido por este equipo hace referencia a la canti-
dad de valores de la variable que transforman cada expresién en una igualdad numérica: un valor en
particular o cualquier valor. Asimismo Faustina, en representacién de su equipo, plantea una condi-
cién para clasificar las expresiones de acuerdo con este criterio, relacionada con la cantidad de veces
que interviene la variable en cada expresién. Esto genera una discusién que transcribimos parcialmente
a continuacion:

Jaime: Por ejemplo, en x = x puede ser con cualquier nimero. Pero en cambio, en la I por
ejemplo (en referencia a 2x + 1 = 17), la x tiene que ser un nimero especifico.
Profesor: ;Y cémo nos damos cuenta en qué caso la x...? A ver alld, Gerénimo.

Gerénimo: Cuando la x estd solamente de un lado, tiene que ser un valor especifico [...]. Su-
ponte 2x + 1 =17, con esa x tienes que llegar a 17. Pero sin embargo, con equis de
los dos lados, t puedes hacer que la igualdad sea con el nimero que ta quieras...

Profesor:  Interesante lo que dice Gerénimo... ;Qué opinan los demds? (Varios hablan al
unisono).

Juana: Que por ejemplo en O hay x de los dos lados (en referencia a x + 3 = 3x + 5) pero
tiene que ser un niimero especifico [...]. Imaginate que x fuera 2, 2 mds 3, 5, pero
del otro lado no te da 5, porque 3 por 2 mds 5...

Federica:  No, porque en O de un lado es una sola equis y del otro lado son tres equis. O sea,
no es la misma cantidad de equis de los dos lados...

Julieta: Pero Gerénimo nunca dijo que tenia que haber la misma cantidad de equis de los

dos lados.

Jaime, en conformidad con el criterio presentado, propone una equivalencia simbélica y una ecua-
cién para mostrar que en un caso la igualdad numérica se obtiene para cualquier valor de la variable,
mientras que en el otro caso se obtiene para un valor en particular. Otros estudiantes discuten, al igual
que Faustina, sobre las caracteristicas que tienen las expresiones que se transforman en una igualdad
numérica para cualquier valor de la variable. Mientras que Gerénimo plantea que x ha de aparecer a
ambos lados del signo de igual, Federica advierte que debe aparecer a ambos lados pero la misma can-
tidad de veces. Lo que no reconocen estos estudiantes es que, frente a expresiones como 5x = 5x + 1,
se verifican las condiciones senaladas y sin embargo no tiene lugar una igualdad numérica para ningtin
valor de la variable.

Alfonso:  Es imposible porque la equis el valor que tenga de un lado lo tiene que tener del
otro. Si sumas 1 es imposible que sean iguales.

Profesor:  ;Entonces ahi para ti qué valor puede tomar x?

Alfonso: Cualquiera... No, no..., ninguno. (Varios hablan al unisono).

Rodrigo:  Si ti pones, por ejemplo, 5 por 2, 10, y 5 por 2, mds 1, 11. Siempre te da mal.

Profesor:  Bueno, ;entonces?...

Candelaria: No importa cudnto sea equis [...] porque ponle que haces balanza, te queda...,
sacas 5 de cada lado, te queda 0 y 1. O sea, no se va a cumplir la ecuacién.

Alfonso asume que la variable debe tomar un solo valor cada vez, y eso le permite reconocer que la
expresion 5x = 5x + 1 no se transforma en una igualdad numérica para ningtin valor de x. Asimismo,
Rodrigo le asigna a la variable el valor 2 para mostrar, a modo de ejemplo, que en ese caso se obtiene
un numero distinto a cada lado del signo de igual, mientras que Candelaria intenta resolver la ecuacién
aludiendo al modelo de la balanza y llegando a que 0 = 1, que no es verdadero. Observamos que la tarea
de clasificacién, y en particular su puesta en comun, sirvié para que varios estudiantes lograran distin-
guir auténomamente entre el uso del signo de igual como expresién de una equivalencia condicional,
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propio de las ecuaciones, y el uso del signo de igual como expresién de una equivalencia simbélica,
propio del contexto de las operaciones con polinomios.

SEGUNDA SESION DE TRABAJO

En esta sesion se presenté la tarea que requiere comparar y contrastar (Zaslavsky, 2008). Los estu-
diantes trabajaron de forma individual y dispusieron de veinte minutos para resolver la primera parte.
Tras entregar sus producciones, recibieron la segunda parte, que resolvieron y entregaron en otros
diez minutos. Finalmente se realiz6 una puesta en comin de toda la tarea, mediada por una prictica
de indagacién (Szydlik, 2015). En esta ocasién, también solicitamos a cada equipo que entregara sus
producciones escritas para evitar recorrecciones que pudieran generarse durante la puesta en comdn.
Como ya se ha senalado, esto nos permitié recabar evidencias de las impresiones inmediatas de los
estudiantes sobre la tarea planteada. Los principales hallazgos a los que nos condujo esta instancia de
trabajo con los alumnos son los que presentamos a continuacién.

La condicionalidad como dificultad

Se vuelven a discutir las caracteristicas que tiene una expresién que se transforma en una igualdad
numérica para cualquier valor de x, como es el caso de 2x + 3x + 7 = 5x + 7. Luego, se analiza la per-
tinencia de utilizar el signo de igual en una expresién cuya equivalencia es cierta para un solo valor de
la variable como es el caso de 5x + 7 = 6x + 4:

Profesor: El segundo signo de igual, ;estd bien puesto entonces? (en referencia a 5x + 7 = 6x + 4).
Julieta: No, para mi no.

Varios al unisono: Si.

Martina: O sea, 5 por 3 mds 7 nos da 22, y 6 por 3 mds 4 nos da 22. Pero si a equis lo usas con
otro niimero, nos va a dar resultados diferentes de los dos lados, entonces ahi si estarfa
mal puesto.

Julieta: No, no...

Nicole: Enla A tengo para decir que de un lado del signo muestra lo mismo que del otro lado
del signo (en referencia a 2x + 3x + 7 = 5x + 7). Pero en la B es como para averiguar
cudnto es equis (en referencia a 5x + 7 = 6x + 4).

Julieta: Para mi no estd bien usado, porque solo estd bien usado con el ndmero 3, entonces
no estd bien usado.

Nicole acepta el uso del signo de igual en la ecuacién 5x + 7 = 6x + 4, porque desde su perspectiva,
es lo que permite obtener su solucién. Martina también acepta el uso del signo de igual en ese contexto
pero solamente al sustituir la variable por el nimero 3, que es la solucién de la ecuacién, consideran-
do su uso inapropiado en cualquier otro caso. Julieta, en cambio, no acepta la presencia del signo de
igual en la ecuacién planteada, debido a que la equivalencia, en ese caso, es cierta para un solo valor
de la variable. Observamos que las tres estudiantes hacen alusién a la condicionalidad que caracteriza
la equivalencia dada por el signo de igual en el contexto de una ecuacién, aunque ello las conduce a
responder de distinto modo a la pregunta planteada. Otros estudiantes aportan a esta discusién:

Rodrigo: Si haces mal la ecuacién, si t la resuelves y te queda mal, el signo igual estd mal por-
que no va a dar igual.
Profesor: Ajd... ;Alla?
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Federica: Para mi lo que dice Julieta estd mal porque si td estds usando el signo de igual como
ue tendria que ser lo mismo, entonces, de alguna manera lo tienes que resolver para
que tendria q | t de alg lot q |
que te dé lo mismo, y si estds usando el signo igual, es lo mismo.
aime: aro, si estd ahi, es para que encuentres la igualdad.
Cl ta ah tres | Idad
Martina: Tienes que encontrar un nimero para que cumpla la igualdad.

Jaime, Federica y Martina sostienen que el uso dado al signo de igual en una ecuacién permite
averiguar el valor de la variable que la transforma en una igualdad numérica: «Tienes que encontrar
un nimero para que cumpla la igualdad». Observamos que estos estudiantes intervienen en el mismo
sentido en que lo habia hecho Nicole, pues asocian el significado del signo de igual en una ecuacién a
la necesidad de encontrar su solucién. Rodrigo, en cambio, advierte que, en el contexto de una ecua-
cidn, el signo de igual estd mal usado cuando se resuelve y se obtiene un valor que no la verifica: «si
t la resuelves y te queda mal, el signo igual estd mal porque no va a dar igual». Esta apreciacién de
Rodrigo se acerca a la postura inicial de Martina, pues considera inapropiado el uso del signo de igual
en una ecuacién cuando la variable se sustituye por un valor que no pertenece a su conjunto solucion.
La discusién contintia:

Rodrigo: Ayer habia una de estas en que la ecuacién daba mal (en referencia a una de las ex-
presiones planteadas en la primera sesién de trabajo). Ahi, estd mal usado el signo de
igual.

Jaime:  No, en realidad, lo que estd mal usado es el nimero que td pones, porque el igual
estd para que tu encuentres la igualdad [...]. Lo que estd mal es el nimero, cémo la
resolvid... (Varios hablan al unisono).

Observamos que la intervencién de Rodrigo se acerca ahora al planteamiento de Julieta en tanto
que no acepta el uso del signo de igual en el contexto de una ecuacién. Asimismo, Jaime reitera que, en
una ecuacion, el signo de igual se utiliza para poder resolverla y encontrar su solucién y que, en todo
caso, lo incorrecto es no encontrar los valores que transforman la ecuacién en una igualdad numéri-
ca. A partir del andlisis realizado, constatamos que el entendimiento del uso del signo de igual, en el
contexto de una ecuacion, no estd ligado solamente a una interpretacién relacional del signo de igual
(Knuth et al., 2011), y que por tanto representa una dificultad que debe ser atendida, interpretada y
explicitada junto a los estudiantes. Algunos de los alumnos que participaron en las sesiones de trabajo,
por ejemplo, avalaron el uso del signo de igual cuando los dos miembros eran iguales para todos los
valores de la variable, pero no asi en el contexto de una ecuacién. De este modo, la condicionalidad
que caracteriza la equivalencia en el contexto de una ecuacién representa un obstdculo a la hora de
comprender el uso del signo de igual como expresién de una equivalencia condicional, y queda de ma-
nifiesto la necesidad de que los alumnos aprecien la variedad de usos distintos que admite este signo.

Uso del signo de igual: ;diferencia o similitud?

Sobre el tramo final de esta sesién le preguntamos a los estudiantes, explicitamente, si el uso dado al
signo de igual en las dos expresiones presentadas representaba una diferencia o una similitud. Una de
las primeras respuestas que obtuvimos es la que mostramos a continuacién:

Juana: Para mi es una diferencia [...]. En la primera, por ejemplo, equis puede ser cualquier
numero y en la otra no, entonces para mi el igual en el primero es que puede ser cual-
quiera y en el segundo es que tiene que ser uno especifico.
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Juana considera que el signo de igual se utiliza de distinto modo en cada expresion, siendo entonces
una diferencia. Mientras que en la primera expresion, aclara, la equivalencia es cierta para cualquier
valor de la variable, en la segunda expresion lo es para un valor en particular. Observamos que la estu-
diante interpreta el signo de igual como expresién de una equivalencia simbdlica y como expresién de
una equivalencia condicional, asumiendo que se trata de dos usos distintos del signo de igual. Otros
estudiantes también intervinieron:

Gerénimo: Para mi es una similitud, solo que en el caso A puedes hacerlo con cualquier nime-
ro, mientras que en el B para que sea correcto se te reducen las posibilidades para...
o sea, vale lo mismo.

Martina:  Es una similitud, pero depende de qué y cémo lo pongas. (Varios discuten al mis-

mo tiempo).

Jaime: En los dos lados el igual demuestra que hay una equivalencia o que los valores son
iguales de los dos lados del igual. Para mi es una similitud.

Felipe: En la B yo a equis le pongo el valor que quiero, y si le pongo a equis el valor 3,

ahi me da que es una similitud y estd para que yo le ponga el valor que quiera para
hallar la igualdad. Entonces es una similitud.

Estos estudiantes sostienen que el signo de igual se utiliza del mismo modo en ambas expresiones,
siendo entonces una similitud. Para ellos, tiene que ver con que en ambos miembros se obtenga el
mismo valor numérico. Sin embargo, en sus discursos dejan entrever que en un caso la equivalencia es
cierta para cualquier valor de la variable mientras que en el otro lo es para un valor en particular: «en el
caso A puedes hacerlo con cualquier nimero, mientras que en el B para que sea correcto se te reducen
las posibilidades». Observamos que estos alumnos interpretan el signo de igual como expresién de una
equivalencia condicional, pero no encuentran en esa condicionalidad un motivo suficiente como para
distinguir este uso del que denominamos expresién de una equivalencia simbélica. Por lo dicho, cons-
tatamos la necesidad de que los alumnos aprecien que el signo de igual no tiene un tnico uso, siendo
esta una implicacién diddctica sobre la que volveremos en la siguiente seccién.

CONCLUSIONES

Constatamos que la implementacién de las tareas enfocadas en similitudes y diferencias, en particular
las de clasificacién y las que requieren comparar y contrastar (Zaslavsky, 2008), mediadas por una
préctica de indagacién (Szydlik, 2015), nos permiti6 abordar aspectos conceptuales relacionados con
el signo de igual que contribuyeron a su comprensién. En este sentido, afloraron interpretaciones
inesperadas como la de Julieta (seccién la condicionalidad como dificultad, p. 62), quien considera
que el signo de igual estd mal utilizado cuando es empleado para escribir una ecuacién. La dificultad
observada no estd relacionada con las transformaciones que aseguran la equivalencia entre ecuaciones,
sino con la conceptualizacién misma del objeto ecuacién, que estd ligada al uso del signo de igual como
expresién de una equivalencia condicional. También encontramos que el uso de la palabra resultado y
sus significados habituales en el contexto aritmético (resultado de una operacién, resultado de un pro-
blema) representaron un problema para algunos estudiantes como Martina y su equipo (seccién lado
derecho como «resultado» de la ecuacién, p. 59) pues obstaculizaron la comprensién del concepto de
solucién de una ecuacién. En particular, la asociacién de la palabra resultado con todo lo que aparecia
escrito en el lado derecho del signo de igual.

Estos resultados ponen de manifiesto la necesidad de atender especificamente la expresién condi-
cional antes de introducir a los estudiantes en el trabajo con las ecuaciones. Por ejemplo, proponiendo
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el andlisis de proposiciones matemdticas en base a tres categorias: siempre verdadera, a veces verdadera
o nunca verdadera (Swan, 2008). En otro orden, sugerimos utilizar la palabra so/ucién solamente para
referirse a la raiz de una ecuacién, evitando su uso para referirse al resultado de una operacién o a la
respuesta de un problema. Asimismo, sugerimos pensar una ensefianza a lo largo de la escolarizacién
que enriquezca los usos del signo de igual desde etapas tempranas, para lo cual el tipo de tareas presen-
tadas en este trabajo pueden resultar de utilidad.

En sintesis, las tareas utilizadas (Zaslavsky, 2008) y la metodologia empleada (Szydlik, 2015) con-
tribuyeron a que los estudiantes explicitaran sus puntos de vista sin inhibicién y que discutieran con
sus compaferos exponiendo sus ideas e intercambiando sus pareceres sobre los usos del signo de igual.
Recomendamos utilizar las tareas de clasificacién o de comparar y contrastar objetos matemadticos y
jerarquizar la conversacién entre los estudiantes del grupo pues permiten que el docente comprenda en
profundidad el pensamiento de sus alumnos y pueda, de esta manera, tomar mejores decisiones acerca
del rumbo de la ensefianza.
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We present a study about the meanings attributed to the equal sign, in an algebraic context, by a group of stu-
dents of secondary school (13-14 years old) in Uruguay. We focus on two work sessions we developed with the
whole group.

For the first session we proposed a task that required classifying. We provided the students a set of
25 cards and we asked them to classify them according to all the criteria that they thought fit, working
in small groups. Each card contained an expression in which the equal sign intervened in a first-degree
equation with one unknown or in an operation with polynomials in one variable.

Each team of students recorded the classification criteria and the different categories established in
each case, respecting the order in which they arose. Then a joint discussion was carried out to discuss
the task carried out as well as to consider conceptual aspects of the mathematical objects involved.

For the second session we gave to the students a task that required to compare and to contrast two
mathematical objects. We asked the students to make a list of the differences and similarities they can
identify.

The objects that are selected must have some features in common but at the same time they must
differ in other aspects. Tasks that require comparing mathematical objects encourage students to exa-
mine openly the presented objects and while looking for similarities and differences they perform
calculations in order to explore the mathematical objects. We presented to students two expressions in
an algebraic context: a first-degree equation with one unknown and an operation with polynomials in
one variable. In particular, we wanted to explore whether students make any mention of the meanings
or uses of the equals sign in the two given expressions, as a criterion of comparison.

The two sessions with the students were mediated by a practice of inquiry. We openly asked the students
about the uses and meanings they attributed to the equal sign in each algebraic context, and we limited our role
to listening, to promote discussions among students and to question their statements. In other words, we hier-
archized the conversation in mathematics class and we moved away from the traditional teaching role without
being concerned with validating and institutionalizing; on this occasion we assumed the role of a moderator in
order to generate debates among the students.

The results show that tasks focused on similarities and differences, including those of classifying and those
that need to compare and to contrast, mediated by a practice of inquiry, generated genuine discussions that rose
the interest of students, which in turn allowed them to approach to conceptual aspects related to the equal sign
that contributed to their understanding.
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